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群 是 认识 现实 世界 最 深刻 的 规律 性 之 一 一 一 对 称 性 的 有 力 武 
右 . 璧 如 ,一 个 平面 图 形 E 的 对 称 性 ,可 以 用 平面 土 保持 图 形 丘 不 
变 的 正 交 变换 (旋转 .反射 以 及 它们 的 合成 ;组 成 的 集合 对 于 映射 
的 乘法 形成 的 群 来 刻画 ,这 个 群 称 为 图 形 己 的 对 称 群 . 等 边 三 角 
形 比 等 腰 三 角形 更 对 称 ,就 是 因为 等 边 三 角形 的 对 称 群 的 阶 ( 即 ， 
元 素 的 数目 ) 比 等 爵 三 角形 的 对 称 群 的 阶 大 . 

研究 群 的 结构 的 一 个 重要 方法 是 沽 虚 群 G 在 一 个 集合 人 上 
的 作用 ,也 就 是 通过 群 G 到 集合 人 上 的 全 变换 群 SC0)( 它 由 人 N 到 
百 身 的 所 有 双 射 组 成 ?的 同 态 来 研究 大 C 的 结构 . 这 是 因为 同 态 
的 核 是 G 的 正规 子 群 , 同 态 的 像 是 SC(0) 的 子 群 ,并 朋 它 与 6 对 十 
同 态 核 的 商 群 同 构 ; 此 外 ,0 内 一 点 二 的 稳定 子 群 (G 中 保持 工 不 
动 的 元 素 组 成 的 集 台 ) 是 如 的 子 群 ,等 等 有 限 群 理论 中 十 分 重要 
的 Sylow 定理 ,就 可 以 利用 群 上 在 适当 的 集 台 上 的 作用 得 到 . 

如 果 把 集合 介 换 成 域 六 上 的 向 量 空间 V ,去 考虑 群 G 在 向量 
室 间 Y 上 的 作用 ,也 就 是 考虑 群 如 到 向 量 空间 站 上 所 有 可 道 线性 
变换 形 戚 的 群 GL (FY) 的 同 态 ,那么 效力 会 更 大 . 这 是 因为 这 样 做 
除了 具有 群 在 集合 上 的 作用 的 各 个 优点 以 外 ,还 具备 新 的 优点 : 域 
上 的 向 量 空间 有 漂亮 的 结构 ,并 且 域 上 上 有 4 维 向 量 空间 YY 上 的 可 
道 线性 变换 群 GL() 同 构 于 域 尺 上 5 级 可 道 短 阵 形成 的 一 般 线 
性 群 GL.《KK) ,而 对 于 算 阵 的 各 种 技巧 ,我 们 已 非常 邹 悉 ， 

奉 表 示 论 就 是 研究 任意 给 定 的 一 个 群 在 向 重 空 间 上 作用 的 各 
种 方式 . 通过 研究 群 C 在 各 个 向 量 空间 上 的 作 几 来 研究 群 G 的 结 
构 , 是 一 条 富有 成 效 的 途径 . 例如 ,Burnside 关于 产 9 阶 群 可 解 的 
定理 和 Frobenius 关于 真正 规 子 群 存在 的 一 个 充分 条 件 , 早 在 本 
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世纪 初 就 用 群 表示 论证 明了 ,然而 前 者 退 至 1960 年 左右 才 有 纯粹 
群 论 的 证 法 ,后 者 财 至 今 还 没有 其 他 证 法 . 应 当 特 细 指 出 的 是 , 群 
表示 论 在 研究 有 限 单 群 的 分 类 问题 中 起 了 重要 作用 . 到 80 年 代 初 
斯, 有限 单 群 分 类 问题 基本 解决 ,现在 正 继 续 研 究 有 限 单 群 分 类 定 
理 的 证 明 的 简化 ,对 此 群 表示 论 仍 将 起 作用 . 

群 表示 论 还 在 数学 的 许多 分 支 以 及 其 他 自然 科学 分 支 中 有 重 
要 应 用 . 警 如 ;人们 早已 知道 ,在 结晶 学 、 量 子 力学 、 基 子 化 学 等 领 
域 电 , 群 表 示 论 是 一 个 强 有 力 的 工具 . 又 如 ,在 纯粹 数学 的 分 支 中 ， 
抽象 调和 分 析 本 质 上 是 群 表示 论 . 再 如 ,在 最 近 几 十 年 ,计算 机 技 
术 的 发 展 日 新 月 异 , 计 算 机 在 社会 中 迅速 普及 ,由 此 引起 离散 数学 
的 勃兴 ,作为 离散 数学 的 重要 分 支 组 全 数学 ,在 最 近 几 年 也 趣 来 越 
多 地 使 用 群 表 示 论 这 一 有 力 工具 . 还 有 ,信息 时 代 需 要 的 编码 和 密 
码 , 也 要 用 到 群 表 示 论 . 可 以 预料 , 群 表示 论 的 应 用 范围 将 越 来 越 
广泛 . 

有 限 群 的 表示 论 与 向 重 空间 的 基 域 及 有 密切 关系 . 如 果 域 下 
的 特征 不 能 整除 有 限 群 G 的 阶 ,那么 群 G 在 域 扩 上 前 向 量 空间 
上 的 作用 比较 容易 研究 ,结果 比较 简洁 ,人 们 称 之 为 有 限 群 的 常 表 
示 论 . 如 果 域 下 的 特征 pp 整除 有 限 群 局 的 阶 , 群 G 在 域 尼 上 向 量 
空间 上 的 作用 变 得 复杂 得 多 ,人们 称 之 为 有 限 群 的 模 表 示 论 . 有 限 
群 的 常 表 示 论 的 研究 始 于 1896 年 ,由 Frobenius 开始 研究 . 而 有 
痕 群 的 模 表示 论 则 是 于 1935 年 由 R. Brauer 开始 研究 的 . 限于 篇 
幅 ,本 书 主要 痢 述 有 限 群 的 常 表示 理论 . 

对 于 无 限 群 的 表示 论 的 研究 ,需要 在 无 限 群 中 加 进 折 扑 结构 
本 书 第 六 章 将 介绍 一 类 无 限 群 一 一 紧 致 拓扑 群 的 表示 理论 . 

本 书 中 凡是 只 对 有 限 群 适用 的 概念 和 结论 都 会 加 以 指明 , 香 
风 对 有 限 群 和 无 限 群 都 适用 . 


第 一 章 ” 群 表示 论 的 基本 概念 
和 Abel 群 的 表示 


§ 1 群 的 线性 表示 的 定义 和 例 


设 下 是 域 扩 上 的 向 量 空 间 ,V 上 所 有 可 逆 线 牧 变 换 组 成 的 系 
法 群 记 作 GELCT)， 

定 兴 1 设 如 是 群 , 耿 尖 {10} 是 域 玉 上 的 向 景 空间 .到 
GLCZ) 的 一 个 群 同 态 p 称 为 如 在 域 六 上 的 一 个 线性 表示 (简称 为 
GG 的 一 个 天 -表示 或 者 B 的 一 个 表示 ). VY 称 为 表示 空间 (或 世 
可). 若 Y 是 有 限 维 的 , 则 的 维 数 dimxy 称 为 表示 的 次 数 ( 或 维 
数 ) , 记 作 degg; 若 V 是 无 限 维 的 , 则 称 ”是 C 的 无 限 维 表 示 . 

从 定义 1 看 出 , 群 G 的 一 个 线性 表示 是 由 表示 空间 YY 和 和 群 同 

态 5 组 成 的 二 元 组 (9, 了 ), 它 使 得 

Hay EGLVY, YEG; 

gh} = aph), VY EAEGOS 

pe) 一 lr: 
其 中 e 是 G 的 单位 元 ,1v 是 Y 的 异 等 变换 . 由 此 可 见 , 群 避 的 一 个 
线性 表示 就 是 G 用 线性 变换 群 GLCF ?的 子 群 来 实现 . 这 样 做 至 少 
有 兰 个 好 处 :(L) GLIP) 的 子 群 是 具体 的 群 , 向 莉 空间 及 其 线性 变 
换 的 许多 性 质 可 以 用 上 ;2) 同 态 8 的 核 是 G 的 正规 子 群 , 从 而 可 
利用 同 态 的 核 研 究 G 的 结构 ;(3) 当 P 是 1 次 表示 时 ,Pp 是 GCG 上 的 
阔 数 (这 一 点 在 下 面 将 会 解释 ) ,可 以 利用 它 来 研究 的 结构 . 

群 G 的 表示 FP 称 为 忠实 的 ,如 果 间 态 F 的 核 人 erg 一 {e)3P 称 
为 平凡 的 ,如 果 Kerg 一 上 GG 的 1 次 平凡 表示 称 为 的 主 表 示 或 单 
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位 表示 , 记 作 1e. 

域 天 上 的 所 有 2 级 可 道 筷 阵 组 克 的 滋 法 群 称 为 一 般 线性 群 . 
记 作 GL.( 上) 或 者 GL (Gn, 开 ). 

定义 2 群 G 到 GL.(KK) 的 一 个 群 同 态 鲁 称 为 G 在 域 尺 上 
的 一 个 次 矩阵 表示 . 

显然 , 若 给 了 群 G 的 一 个 5 次 线性 表示 Cp,V) ,在 VV 中 了 到 定 一 - 
个 基 , 对 于 gE€ 吕 ,把 线性 变换 gxg) 在 这 个 基 下 的 矩阵 记 作 BC8)， 
则 

BG GL,(K), 
gm Dg) 


是 G6 的 一 个 = 次 矩阵 表 孙 , 称 更 是 由 用 提供 的 . 
本 书 中 用 小 写 希 腊 字 母 ogg 作为 线性 表示 的 符号 :用 大写 
希腊 字母 外 ; 亚 ,-… 作 为 相应 的 矩阵 表示 的 符号 (对 于 给 定 的 基 ). 
定义 3 群 局 在 域 六 上 的 两 个 线性 表示 Cp,VD 和 (WD) 称 为 
是 等 价 的 (或 同 构 ), 如 果 存 在 向 芋 空 间 的 一 个 同 梅 c:T 一 厂 使 
得 
他 (ET) 一 dB LV gEG, 17 
此 时 沁 作 9 = 
定 久 4 和 群 G 在 域 尺 上 的 两 个 矩阵 表示 面 和 更 称 为 是 等 价 
的 5 记 作 名 二 亚 } ,如 果 它 们 有 相同 的 次 数 并 且 存 在 域 六 上 一 个 可 
道 害 阵 5S 使 得 
Vg) = SS Bg)S, YYgEG. (2) 
设 C9,Y) 是 群 委 的 =” 次 玉 - 表 示 , 它 对 于 7 中 不 同 的 基 捉 供 的 
矩阵 表示 必 等 价 ( 国 为 加 (8g) 一 S77 名 (g)5,Y SEC, 这 里 S 是 第 
一 个 基 到 第 二 个 基 的 过 渡 秆 阵 ). 反之 , 蔡 妇 的 等 价 的 扎 阵 表示 可 
看 成 是 由 G 的 同一 个 线性 表示 对 不 同 基 提 供 的 . 
不 难 证 明 : 群 G 的 醋 个 有 限 维 线性 表示 等 价 当 且 仅 当 它 们 提 
供 的 插 阵 表示 等 价 . 
下 面 我 们 来 看 一 些 重 要 的 线性 表示 . 
4 . 


1- 置换 表示 

设 群 G 在 集 人 台 昌 ={zz…xz} 上 有 一 个 作用 , 即 , 存 在 
他 XD 到 癌 的 一 个 瞻 射 :CrzDr=gz; 满足 : 

(gh)zi 一 ghzr), YarREGYT EL; 
eT: = XT 风电. 
取 一 个 域 下 ,在 所 有 形式 和 和 
好] 交趾 Gate 十 … 十 az 人 和 天 人 一 工 ,2 天 

组 成 的 集合 站 中 规定 


Daz, 十 Pn :一 3 二 Bb};s 
了 一 1 


4> oa ;一 Da xis 
则 V 成 为 域 KK 上 坟 维 向 量 空间 我 们 把 om 十 - -十 Gx- 1 十 1 十 
Oz 十 "十 Or; 与 zi 等 同 , 则 (za 9 zs) 是 VV 的 一 个 基 . 对 于 


EGO, 规定 qlg)! Dar) :一 jailgr), 显然 Kz) 是 VY 的 线性 


蛮 换 . 设 i1j, 假 如 gz 一 grn 则 gg (gr) 一 g 1!(g8X)) ;从 而 (8g !g) 
二 {gig)wj, 妈 ,ex 二 ex;; 于 是 zx 一 zj; 下 盾 . 因此 {gz Be 
gTn) 一 个 ;从 而 (gri1grzs* gxn) 也 县 V 的 一 个 基 , 这 表明 plg) 是 
可 道 的 . 所 以 FP 是 GG 铬 GL(WV) 的 映射 . 显然 pC(gh) 一 pa) pth)， 
Y 由 所 上 G. 因此 8 是 G 在 域 下 上 的 一 个 线性 表示 . 称 这 样 得 到 的 
表示 Pp 为 G 的 置换 表示 . 对 于 这 个 基 Cz11z; ,x,) ,提供 的 妩 阵 
表示 钙 司 得 对 于 每 个 &EC 都 有 Btg) 是 置换 矩阵, 即 每 行 每 列 恰 
有 一 个 元 素 是 1, 其 余 元 素 全 为 零 的 矩阵 , 
2. 有 限 群 的 正则 表示 
设 G 是 有 限 群 , 群 G 通过 左 平移 作用 于 集 台 G 上 :Cg ,ar 
g&. 由 这 个 作用 得 到 的 G 在 域 玉 上 的 置换 表示 称 为 避 的 正则 下 
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表示 ,简称 为 G 的 正则 表示 . 表示 空间 是 {了 > ys g|asE 下 i , 记 作 


下 [Gj]; 群 6G 的 所 有 元 素 是 向 量 空间 &LG] 的 一 个 基 ( 根 据 置 换 表 
示 的 定 总 ).G 的 正则 表示 的 次 数 等 了 于 避 的 阶 1G|. 显然 ,正则 表示 
-一 定 是 忠实 的 . 以 后 我 们 会 看 到 有 限 群 的 正则 表示 是 相当 重要 的 . 

3. 1 次 表示 

设 了 是 域 及 上 的 1 维 向 量 空间 , 设 (Por 7) 和 (7) 是 群 G 的 
具有 和 表示 空间 V 的 两 个 1 次 表示 -如果 (8 与 人 ,7) 等 价 , 则 存 
在 向 量 空间 Y 的 自 同 构 z 使 %g) 一 ogg)c ',¥ gEG. 由 于 1 维 
向 量 空间 的 任意 两 个 线性 变换 的 乘法 是 可 交换 的 ,于 是 由 上 述 
得 gig) 一 plg)ao 1 一 pg(g)sY gEG; 从 而 = 人 & 这 说 明 : 群 G 的 
其 有 相同 表示 室 间 的 两 个 1 次 表示 如 果 等 价 , 则 它们 作为 上 聊 射 是 
相等 的 ,反之 是 显然 的 . 

设 甸 和 更 是 群 G 在 域 玉 上 的 两 个 1 次 矩阵 表示 ,如 果 中 
盏 , 则 存在 域 和 上 的 1 级 可 道 矩阵 3 使 理 人 8) 一 3 一 肌 ()93 一 
Be),Y EECG. 从 而 更 一 理 . 这 说 明 : 群生 在 域 玉 上 的 两 个 1 次 矩 
阵 表示 等 价 当 音 仅 当 它 们 作为 映射 是 相等 的 . 

由 于 域外 上 的 1 级 矩阵 Ca) 可 以 跟 域 玉 中 的 元 素 a 等 同 , 所 
以 群 GL, 5 改 ) 可 与 域 玉 的 乘法 群 下 "等同. 又 由 于 对 于 域 关上 1 
维 向 其 空间 下; 群 GLCV) 全 GL1( 开 ) ,并 是 这 里 的 同 构 映射 与 立 中 
基 的 选取 无 关 ( 这 是 因为 1 维 向 量 空间 前 同一 个 线性 变换 三 不 
同 基 下 的 抢 阵 是 相等 的 ), 因 此 我 们 可 以 把 群 6 在 域 到 上 的 1 次 
线性 表示 和 1 次 窍 阵 表示 都 看 成 是 G 到 KK 的 群 同 坊 .于 蚌 避 的 
1 次 表示 是 G 上 的 函数 . 

下 面 我 们 来 看 群 表示 的 几 个 具体 例子 . 

例 1.11 设 G= {tg} 是 n 阶 循环 群 , 设 域 KK 包含 一 个 本 原 n 
次 单位 根 ( 即 , 朱 =1, 但 是 天 1 对 于 0<i 之 nn). 求 上 的 所 有 1 次 
天 -表示 . 假如 gp 是 G 的 1 次 天- 表示, 则 有 ple”) 一 plg)", 并 且 
8 二 (6) 一 1 因此 glg 六 一 1, 这 表明 glg) 是 nn 欢 单位 根 , 蝇 然 


18 ,br 1! 是 天 中 全 部 次 单位 根 , 并 且 它 们 两 两 不 同 . 现在 对 
于 -0 和 rc 规定 内 (人 ) 一 中, 并 且 人 站 (人 ) 一 各 (0<i<a) , 易 验证 号 
是 G 的 1 次 天 -表示 ,于 是 名, 多， ,和 -是 余 的 所 有 1 次 天 -表示 ， 
易 看 出 它们 两 两 不 相等 ,从 而 两 两 不 等 价 . 

例 1.1.2 设 G=‘g) 是 素数 zp 阶 循环 群 , 设 下 是 特征 为 p 
.的 域 . 考 虚 上 觅 射 
,OC — CL,(K) 

| 1 

a | 

容易 看 出 画 (gig 站 一 (g(tg 站 ,因此 全 是 GG 在 天 上 的 2 次 矩阵 
表示 . 

例 1.1.3 设 0= tg}) 是 3 阶 循环 人 群 , 设 下 是 任 一 域 . 考虑 C 
到 GLa) 的 映射 理 ， 


t 
中 zz 一 0 站 一 了 


0 


一 1 | 
1 有 


Ble) :一 | 
‘OO 1 o! 


1， ow -| 


0 1 
D(a’) 一 | 一 1 _ | +» 


容易 验证 钙 保 持 磁 法 ,因此 下 是 殷 在 六 上 的 2 次 矩阵 表示 . 

例 1.1.4 正三 角形 的 所 有 对 称 变换 { 即 保持 这 个 正三 角形 
不 变 的 平面 正 交 点 变换 ) 组 成 的 群 称 为 3 级 二 面体 群 , 记 作 记 ;. 绕 
正三 角形 的 中 心 旋转 空 的 旋转 2 生成 一 个 3 阶 循环 子 群 (a) ;关于 
这 个 正三 角形 的 一 根 对 称 轴 的 反射 8 显然 是 DD; 的 一 个 2 阶 元 . 容 
易 说 明 DD 共 会 6 个 元 染 ;eyave,6,Ba, po 其 中 e 是 平面 的 恒 等 
变换 ;它们 还 满足 关系 : pap -一 ao ,现在 我 们 来 给 出 万, 在 实数 
域 上 的 一 个 2 次 表示 (简称 为 2 次 实 表示 ). 

设 玉 是 正三 角形 所 在 平面 上 的 全 体 向 量 组 或 的 实 向 量 空 间 . 
显然 平面 的 一 个 正 交 点 变换 诱导 了 VV 的 一 个 变换 5， 54) :一 
5CADoCB)》, 其 中 4;B 是 平面 上 任意 点 ;并 且 5E GLCV). 于 是 容 

了 


易 看 独 D, 有 一 个 自然 的 2 次 实 表示 , 即 Ds 到 GLCV) 的 如 下 一 个 
同 态 g， 
ay = a HABA) = Ba, i=0,1,2. 
在 平面 上 取 一 个 直 和 前 坐标 系 [O;2& ,ésj ,其 中 是 正三 角形 欧 中 
心 ,2 是 一 根 对 称 轴 的 方向 ,8 是 关于 这 根 对 称 轴 的 反射 . 显然 对 
于 V 的 这 个 基 (& ,2) ,pp 提供 的 矩阵 表示 为 ; 
3 
(一 1 oi 
,| 0B) =| 0 中 
2 2 
Pr) = Bo], Bpr) = BABBa), 一 0 1,2. 
例 1.1.5 设 G 是 3 元 对 称 群 5S;, 设 下 是 任 一 域 .考虑 ;在 
集合 只 = {1,2,3) 上 的 自然 作用 , 即 
(qiaotiy, YoEsd, ri 一 1:2,3. 


这 个 作用 引起 的 5; 的 置换 表示 记 作 gy 对 于 基 (1,2,3), 多 提供 的 
年 阵 表示 为 : 


0 
: P12))= |1 
0 


1 0 0 
Bie) = |0 1 0 
0 D 1 


1 0 0 
P13)) 一 ， B23)) = 0 0 1|， 
D 1 0 


DO Om OO 


1 
0 
总 
1 
D(C123)) 一 of, B132)) 一 


DD 


0 
0 
1 


必 守 博 


1 oo 
例 1.1.6 设 下 是 任 一 域 ,n 元 对 称 群 5, 在 集合 
… mn} 上 的 自然 作用 引起 5S, 的 妖 换 表示 ,对 于 其 (1 ,2,… zz) ,gp 
提 作 的 矩阵 表示 为 ， 
Bg) 一 五 Eos -i Eowms YoES,, 


其 中 Ei; 是 C2, 门 元 为 域 民 的 单位 元 素 而 其 余 元 全 为 堆 的 ”级 抢 
阵 ， 

例 1.1.7 设 台 是 实数 域 如 的 加 法 群 人 吧 , 十 ), 设 站 是 欧 几 里 
得 平面 上 议定 点 口 为 起 点 的 全 体 向 基 组 成 的 实 向 基 空 间 . 考虑 
(好 ,十 到 GLCV) 的 如 下 映射 q: 对 于 zE CR; 十 ) ,g(t) 是 绕 定点 口 
的 转角 为 的 旋转 . 从 几何 上 看 ,显然 有 转角 为 上 的 旋转 与 转角 为 
zx 的 旋转 的 乘积 是 转角 为 上 二 xz 的 旋转 ,由 此 得 到 : 

FE 二) 二 gt) pn), 
因此 gg 是 {R, 十 ) 的 2 次 实 表 示 . 平面 上 取 定 一 个 直角 坐标 条 
LO;é1s2&j] ,对 于 V 的 这 个 基 纪 , 癌 ,g 提供 的 矩阵 表示 为 ; 


i Cost 一 Sn | 


Dtiri ， ， ViteR. 
' sinz coOsil 
由 于 这 个 瞻 射 是 癌 态 , 琴 此 更 人 十 加) 一 更 人生 (ze) ,从 而 得 到 
costf wu} 一 Si 人 十 于 Cos CO— sinf' cosL& — sinw' 
sintt 十 2) Cos 人 了 —— a) 加 sint costl \ sinn os 
由 此 可 推导 出 三 角 汝 数 的 和 角 公 式 ， 


例 1.1.8 设 V 居所 有 次 数 不 赵 过 x 的 实 系 数 多 项 式 组 成 的 

实 癌 项 空间 .对 于 和 僚 个 iER, 定 义 V 上 的 一 个 变换 LQ) 如下: 
CAD :fr 0), YAEYV. 

容易 验证 地 (是 了 的 线性 变换 ,并 且 是 吉首 的 ,因此 工 (到 
GLCV), 容易 看 出 子 企 十 国 一 工人 工人 Ge) ,因此 工 是 实数 域 的 加 法 
群 ( 员 ,十 ) 的 = 十 1 次 实 表示 ， 

例 1.1.9 对 于 每 一 个 固定 的 afER, 指 数 消 数 1:re*(tE RR) 
是 实数 域 的 加 法 群 (R, 十 ) 到 乘法 群 R' 的 同 态 , 从 而 指数 函数 是 
加 法 群 (B, 十 ) 的 一 个 1 次 实 表 示 , 再 在 我 们 要 问 ; 还 有 哪些 可 微 
函数 是 (有 ,十 ?的 1 次 实 表示 ? 如 果 可 微 消 数 是 (RR, 十 ) 的 1 次 实 
表示 , 则 


ft) = fff), yt 人 本. 
上 上 式 两 边 对 ww 求 导 ,然后 令 x 二 0, 我 们 得 到 


fF) = fF CO). 
记 < 一 六 (0), 上述 微分 方程 的 一 般 解 是 f(#) 二 Ce”, 显 然 C= 
0). 由 于 了 是 同 态 ,因此 F0) 一 1, 从 而 C= 一 1, 这 就 得 出 fz) = 
e*. 这 说 明 在 可 微 孔 数 中 ,具有 指数 函数 是 (R, 一) 的 1 次 实 表示 . 
换 僻 话说 ，( 吕 ,十 ?到 届 * 的 每 个 可 微 群 同 态 必 是 指数 函数 这 是 指 
数 和 函数 在 数学 中 起 着 重要 作用 的 原因 之 一 . 
例 1.1.10 在 解 常 系数 线性 微分 方程 组 时 我 们 示 到 矩阵 指 
数 函 数 : 
Ha ed (ER,AE MR)), 


这 里 &Mf.( 召 ) 是 实数 域 恕 上 所 有 ”= 级 守 阵 组 成 的 集合 的 定义 是 
有 一 > Py 
由 和 阵 指 数 函 数 具 有 下 述 性 质 ; 


EA eA Wig ER. 
由 此 得 出 ese 4 一 es 一 eo4 一 ,从 而 皇 阵 e* 可 道 . 因此 对 于 每 
一 个 固定 的 x 级 实 祭 阵 4 ,矩阵 指数 巩 数 :rre” (CER) 是 (R, 十 ) 
的 4 次 实 矩 阵 表 示 . 

例 1.1.11 设 六 是 所 有 实 系数 多 项 式 组 成 的 实 向 量 空 间 , 对 
每 个 ER; 定 义 V 的 一 个 变换 工人 为 ; (CL 让 (x) 一 (一 划 ， 
YEyY. 易 验证 工人 (是 了 的 可 道 线性 变换 内 工 企 十 四 一 工 (有 
* (zf) ;因此 工 是 (RR; 十 ) 的 无 限 维 实 线性 表示 . 


习 题 .1 
1, 写 出 3 元 对 称 群 3, 在 域 玉 上 的 正则 表示 所 提供 的 宪 阵 表 
2. 写 出 4 阶 循环 群 在 域 玉 上 的 正则 表示 所 提供 的 矩阵 表示 ， 


3. 正方 形 的 所 有 对 称 变 换 组 成 的 群 称 为 4 级 二 面体 群 , 记 作 
DD 利用 几何 意义 求 出 ,的 一 个 2 次 实 表示 及 其 提供 的 矩阵 表 


4. 在 例 1.1. 1 宇 例 1.1.7 中 ;哪些 表示 是 忠实 的 ? 

5. 设 亚 是 例 1.1,6 中 构造 的 = 元 对 称 群 5, 的 nn 次 矩阵 表 
示 , 对 于 eES。, 说 明 e 的 不 动 点 的 数目 等 于 第 阵 钙 (e7) 的 迹 ( 记 作 
trBta)y, 

6. 设 耻 是 所 有 实 系 数 多 项 式 组 成 的 实 向 量 空间 . 对 于 每 个 : 
ER, 定 义 V 的 变换 SQ 为 下 列 之 一 : 

(1) CSC = fr), VY fFEVY:; 

(2) (SIN zr) := Feir), YET， 
问 ;5 是 群 (R, 十 ) 的 实 线 性 表示 吗 ? 

7. 设 G 是 整数 加 群 (Z, 十 ), 设 天 是 复数 域 C. 对 于 4EC'， 
PRY :一 上 六 ,YEZ, 说 明 mp 是 群 人 Z ,十 ) 的 1 次 复 表示 :讨论 全 
是 忠实 的 . 


8§2 从 已 知 表示 构造 新 表示 的 一 些 方法 


群 G 的 一 个 表示 是 从 某 一 个 方面 反映 避 的 结构 ,为 了 研究 群 
妇 的 结构 ,我们 希望 构造 出 G 的 尽 可 能 多 的 表示 . 此 外 ,和 群 的 许多 
表示 本 身 有 着 重要 的 应 用 (例如 ,和 例 1.10 中 的 群 ( 灵 , 十 ) 的 次 实 
矩阵 表示 : 逢 阵 指数 函数 在 数学 中 起 着 恒 要 作用 ), 这 也 促使 我 们 
去 构造 群 的 表示 . 在 1 中 我 们 介绍 了 从 群 G 在 有 限 集 合 避 上 的 
一 个 作用 如 何 构 造 出 G 的 一 个 线性 表示 ( 称 之 为 G 的 置换 表示 》; 
从 几何 途径 如 何 得 到 线性 表示 ( 见 例 1.1.4); 从 线性 表示 的 定义 
出 发 如 何 构造 出 表示 5 见 例 1.1.1 和 钢 1.1.9). 本 节 将 介绍 从 群 
的 已 知 的 表示 出 发 构造 新 的 表示 的 一 些 方 法 ,它们 在 群 表示 理论 
中 起 着 重要 的 作用 . 


2.1 子 家 示 和 商 表 示 


定义 1 设 (8,7)? 是 群 的 一 个 天 -表示 .站 的 一 个 线性 子 空 
间 UU 称 为 表示 9 的 不 变 子 空间 或 G 不 变 子 空间 ,如 果 pg)w€EU， 
11 


Y¥ gEGY uEUD. 

零 子 空间 和 本 身 显 然 是 Y 的 G 不 变 子 空间 , 称 它 们 是 平凡 
的 上 不 变 子 空间 . 

显然 ,V 的 G 不 变 子 空间 的 和 与 交 仍 然 是 C 不 变 子 空间 . 

设 (p,V) 是 群 G 的 n 次 外 -表示 ,如 果 它 有 非 平 几 的 避 不 变 子 
空间 UU, 那 末 我 们 在 U 中 取 一 个 基 (aa Oz tm) ,把 它 扩充 成 V 
的 一 个 基 (aas :ayaurlyyo) ,在 这 个 基 下 ,yp 提供 的 矩阵 表 
示 盏 使 得 对 于 每 一 个 gE GBlg) 具 有 如 下 的 形式 

人 (有 Clg) 
“一 | 0 pe) 
其 中 4(g) 是 如 级 方 阵 ,有 48) 是 人 一 到 ) 绥 方 阵 .反之 ,如 果 表 示 9 
在 站 的 某 一 个 基 下 提供 的 矩阵 表示 使 得 对 每 个 gEG,B(g) 具 
有 形式 人 1), 那 末 这 个 基 的 前 面 m 个 基 向 量 生 成 的 子 空间 就 是 V 
的 G 不 变 子 空间 . 

设 上 ( 壮 10)) 是 群 G 的 nn 次 表示 (Cp. 让 的 不 变 子 空间 , 则 对 于 
每 个 gEGsV 的 可 道 线性 变换 VEg) 可 以 限制 到 子 空间 己 上 成 为 
过 的 可 道 线性 变换 , 记 作 qxg) |U, 念 

pole) :=a UVU, YagEG, C2) 
显然 pv 是 群 G 到 群 GL (CO) 的 同 态 ;从 而 pv 是 的 具有 表示 空 
间 忆 的 = 次 表示 , 称 2e 是 9 的 子 表示 . 

仍 设 CC 关 Y) 基 群 已 的 = 次 表示 5627) 的 不 变 子 空间 ,对 于 每 
个 gEG' 利 用 7 的 可 逆 线 性 变换 gxg) 可 以 定义 商 空间 V/VU 的 一 
个 变换 如 下 : 

TU AartiUV, Yer. 3) 
我 们 首先 要 说 明 (3) 的 确 是 YA 双 自 身 的 一 个 喘 话 , 即 ,《3) 的 右 
边 不 依 整 于 给 定 陪 集 的 代表 x 的 选择 . 为 此 在 障 集 z 十 U 中 另 取 
-个 代表 zx' 二 zx 十 w; 其 中 w&EU. 我 们 有 
gg) + U= grt a U 
一 Hg) aut U= mgrtU, 


《ty 
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这 里 我 人 利用 了 EC 的 不 变性 , 即 ,qxg)wuEU. 容易 验证 3) 是 VAU 
的 线性 变换 并 且 是 可 道 的 ,把 这 个 变换 记 作 pwo(sg) ,于 是 我 们 得 
到 群 G 到 群 GL(V/DU) 的 一 个 映射 : gmrprwlg) ;容易 验证 这 是 
一 个 同 态 . 因此 gvw 是 G 的 具有 表示 空间 ViU 的 表示 , 称 它 为 多 
的 商 表示 . 

设 品 是 群 G 的 a 次 下 -表示 人 p,V) 的 韭 平 几 不 变 子 空间 ,在 UU 
中 取 一 个 基 (aa ora) 扩充 成 了 的 一 个 基 《Cea so sw? Gn- 1， 
om)》 ,在 这 个 基 下 8 提供 的 笔 阵 表示 二 使 得 对 每 个 gEG,B(g) 
有 形式 (1). 显然 pp 的 子 宕 示 gwu 使 得 线性 变 撞 putg) 在 基 (a az， 
-… ,aw) 下 的 矩阵 为 《1) 中 的 4Cg), 若 把 gv 在 此 基 下 提供 的 矩阵 
表示 记 人 作坊 则 Bu(g) 二 Atg) ,YY gEG. 容易 看 出 (owl 十 U yamts 
二 77 十 DC) 是 商 空 间 Yyz 的 一 个 基 , 我 们 来 证 9g 的 商 表 示 
9vw 使得 pvw (lg) 在 此 基 下 的 矩阵 为 (1) 中 的 Btg); 设 Btg) 一 
(BCe)) Cte)=(c0(g)), 对 于 每 个 j>m, 我 们 有 

Pvtg wt UO) 一 plg)n; t+ U 


= Dcslaya 十 ~ Be 二 +U 


iz nt| 1 


Due tU= 2 ba) e+U), 
I 二 mr| 上 


二 


因此 wweks) 在 此 基 下 的 矩阵 为 BCs). 车 把 pww 在 此 基 下 提供 的 
矩阵 表示 记 作 Dy 全 则 Dr Cg) ~—B(lg) sy Es 于 是 局 ?可 以 写成 
Ba) Cg) 


(4) 
0 Pyrtg) 


Sg) = 


2. 2 表示 的 家 和 


定义 2 设 ( 色 ,和 (Cp,V2) 是 群 C 的 两 个 下- 表示 , 色 与 各 
的 直 和 是 群 G 在 向 量 空间 7 与 Vs 的 (外 )? 直 和 了, 十 Y: 上 依 下 述 
规则 定义 的 表示 Bb 针 &: 
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(PD PRICEI 0) Ag GB)Y2), 
YEgEGU EV,vV EV,, 

容易 验证 上 式 规 定 的 四 中 确实 是 群 和 的 线性 表示 - 

群 G 的 任意 有 限 多 个 天 -表示 的 直 和 可 以 用 类 似 的 方式 定 
沁 ， 

我 们 看 名 gp 提供 的 矩阵 表示 . 设 Ca yao,"… ,a,) 是 六 的 一 个 
基 ， a :Bs wid ,有 ) 是 TY 的 一 个 基 , 虽 《fa 0) 3 Cos OF ni) 
08 ,0,8 C0 所 是 本 十 WV; 的 一 个 基 . 设 多 :多 分 别 在 
若 {a 下 提供 的 算 原 表示 为 汪 ,B. 则 吧 
Dp 在 基 C(Ca ,0 ,… 《emn;0) (05806807? 下 提供 的 怎 阵 表 
让 D5 为; 

T(g) 0 


{ 呈 PCF) 一 
1 二 EF | 0 Bolg) 


群 G 的 有 限 多 个 KK- 表示 的 直 和 提供 的 和 矩阵 表示 可 疾 似 讨 
论 . 

现在 设 tgp,V) 是 群 G 的 天 表示 ,如 果 V 是 9 的 两 个 非 平凡 的 
不 变 子 空间 人 与 VY; 的 直 和 ,好 六 = 六 全 VY;: 则 gg 有 两 个 子 表示 
Pv 与 vv: 并且 可 以 证 明 8 agv 四 pv 证 明 如 下 :因为 下 = 人 太 四 
Vs 所 以 VV 中 任 一 向 量 w 可 以 唯 … 表 未 成 如 十 v2 其 中 屎 EViCi= 
1,2). 于 是 由 下 式 规定 的 = 是 了 到 7 十 Ps 的 映射 

二 Wa) = Ua) 
易 验 证 o 是 同 构 映射 . 任 取 gEG, to,v2) EV 一 Vz:; 有 
(py Dor I EI 0 v0) = Fr IO PB) va) = (Plg I Pg) vs), 
{agtg}o {vsv2) 一 OBETCD 十 zz) 
一 (gE 十 HEV) = (PEI VI PE I V2), 

所 这 《pv 中 pv) (C8) 一 oglg)o 这 表明 六 sp 中 pr 

设 V 是 二 维 向 量 空间 ,7, 的 维 数 为 m. 现在 来 看 8 与 gv 中 
pm 提供 的 矩阵 表示 之 和 间 的 关系 . 为 此 在 说 中 取 一 个 基 a ,as，…， 
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| YEEG, 5) 


oa; 和 在 Vs, 中 取 一 个 基 Cm m2 于 是 在 1 a i ms 
wrt21 "nan 是 下 的 一 个 巷 ; Cm 109 sey (Cans0)s C0,Gmt1) 《DO 
oa 是 Vi 二 Vs 的 一 个 基 . 容易 看 出 


Gg) Ww ° vygEG (6) 
So Ge) 
由 (6) 和 (3) 得 到 BCg) 二 (gy 四 Dy) Cg),Y gEG. 于 是 
$= $B PD. 


上 述 结论 可 以 推广 到 六 是 ?的 有 限 多 个 非 平 凡 的 不 变 子 空 
间 的 直 和 的 铺 形 . 


2.3 线性 衣 示 和 群 同 态 的 合成 


设 Po G 一 GLC7) 是 群 G 的 表示 , 设 工 : 五 一 6 是 一 个 群 同 态 ， 
显然 ,p。 了 是 群 互 的 线性 表示 ,并 且 Pp" 了 与 ?有 相同 的 表示 空 
间 立 - 

由 表示 和 群 同 态 的 合成 产生 新 表示 的 方法 既 简单 又 有 用 . 下 
面 介 绍 一 些 其 体 应 用 . 

1. 限制 表示 

设 (8, 7 是 群 台 区 天 -表示 , 百 是 人 的 子 群 .显然 华人 映射 :: 
瑟 CG( 芭 ,204) 一 h,Y EE) 是 群 同 态 .于 是 pgp。i 是 旷 的 表 东 ， 
称 它 为 在 子 群 豆 上 的 限制 表示 , 记 作 8 五. 

2， 表 示 前 提升 (lifting) 与 分 解 (factoring》 

设 N 基 群 殷 的 正规 子 群 , 设 人 ,是 商 群 G/N 的 表示 , 则 风 
与 自然 同 态 x 的 合成 *x 是 G 的 表示 , 称 %。* 基 是 几 的 提升 . 显 
然 Kerty *。 x} 过 NN. 

反之 , 设 (p,T) 是 群 G 的 表示 , 设 NG 并且 NCKer(@). 规 
定 商 群 G/N 到 GEL) 的 一 个 对 诬 法 则 ?9 为; 

BEN :一 pg)，VSNE G/N. (7) 
容易 验证 ?确实 是 上 映射 . 显然 多 是 南 群 G/N 的 表示 ,并 且 从 (7) 式 
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看 出 :28 "一 中 我 们 把 从 史 得 到 8 称 为 是 表示 p 对 于 正规 子 群 六 
的 分 解 - 

由 上 述 讨论 我 们 得 到 下 述 命 题 : 

命题 1.2.1 设 NN 是 群 G 的 正规 子 群 , 则 在 商 群 G/N 的 线 
性 表示 集合 与 G 的 其 核 包 合 N 的 线性 表示 和 集合 之 间 存 在 一 一 对 
应 : (By rgpsV) ,其 中 pp 是 ?的 提升 . 

考虑 命题 1. 2. 1 的 特殊 情形 : VV 是 1 维 向 量 空 间 , 并 且 取 六 
一 0 ,这 里 GC' 是 局 的 换 位 子 群 . 则 我 们 有 下 述 盖 题 ;: 

命题 1.2.2 群 避 的 1 次 下- 表示 组 成 的 集合 与 商 群 G/G' 的 
1 次 下 -表示 组 成 的 集合 之 间 存 在 -一 对 应 ,使 得 G 的 每 个 1 次 
下- 表示 是 GAG 的 某 个 1 次 天 -表示 的 提升. 

证 了 明 只 要 证 ; 任 给 上 的 1 深 下 表示 都 有 Keryg2G'. 现 在 
任 取 ghEG) 有 rghg th DD 一 gigjghhyple) -igh)-! 二 1 ,因此 
人 CEKeIz 和 | 

由 于 商 群 如/G 是 abel 群 , 它 的 1 次 表示 容易 求 出 ,从 而 群 局 
的 工 次 表示 也 就 可 以 求 出 。 下 面 看 一 个 例子 : 

例 1.2.1 设 下 是 特征 不 等 于 2 的 域 , 求 n 元 对 称 群 5S, 的 所 
有 1 次 天- 表示 - 

解 x=1 时 ,Si==101)}), 显 然 5. 的 1 次 表示 只 有 主 表 示 。 

二 2 时 ,Ss 一 《C12)). 因为 域 天 的 特征 不 等 于 2, 所 以 一 1 天 1. 
从 而 一 1 是 本 原 2 次 单位 根 . 据 例 1. 1. 1,S; 恰 有 两 个 1 次 下 -表示 : 
向 和 名; 其 中 (Lt12)) 二 1; 划 ,pp 是 主 表示 ;而 (12)) 二 一 1. 

当 3,5, 是 非 abel 群 ,我 们 利用 命题 1.2.2 把 问题 归结 为 
求 abel 群 S./5.' 的 1 次 玉 - 表 示 . 因为 4. 可 由 所 有 3 轮换 生成 ,并 
且 (二 7 GRDG) 1 访 ) 王 , 所 以 4 三 3. 又 因为 5/4. 是 2 
阶 循环 群 ,所 以 4., 字 3 于 是 SS. 二 A 从而 S/S 二 5,/A; 二 
(12)A.). 据 上 上 一段 知 ,S,/S, 恰 有 两 个 1 次 乓 -表示 : 血 和 由 :其 
中 四 是 主 表示 ,由 (012)4 一 一 1. 把 它们 提升 便 得 到 3。 的 全 部 1 
次 天- 表示 : 吕 x 和 加 。x,: 其 中 加 -x 是 5, 的 主 表示 ; 当 o 是 偶 
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置换 时 后“ ro) = od) = 4) =1,; og 是 奇 置换 时 ， 
r=) = 12)A,) = —1. 

3， 通 过 群 自 同 构 的 挠 (twisted) 表示 

群 上 G 的 表示 (Zp; 丰 与 G 的 自 同 构 a 的 合成 p。o 称 为 8 通过 a 
的 挠 表示 , 记 作 2 下面 是 搅 表示 的 两 个 特殊 情形 ， 

(1) 通过 群 的 内 自 同 构 的 挠 表示 

给 定 aEG,a 确定 了 群 G 的 一 个 内 自 同 构 ola), 即 aCa)g= 
aga !'，Y gEG. 设 (pyV) 是 G 的 表示 ; 则 有 通过 ota) 的 措 表 示 
pp", 容易 证 明 ; Pr 

(2) 共 元 表示 

设 入 是 属 避 的 正规 子 群 ,给 定 gEG, 易 验证 映射 Tm; rg ! 
zxg(Y XEN) 是 NN 的 自 同 构 . 设 (y,V) 是 NN 的 表示 :多 通过 的 撞 
表示 六 称 为 站 的 共 话 衷 示 , 并 且 简 记 作 邮 . 

易 验 证 : 对 于 给 定 的 gE€G; 觅 射 p 呈 PP 是 NN 的 表示 和 集合 到 
其 自身 上 的 双 射 . | 

几 的 共 连 表示 与 多 可 能 等 价 ,也 可 能 不 等 价 . 记 天 的 一 天 CO) 
二 1ECi 人 四 易 验 证 TW) 是 GG 的 子 群 , 称 它 为 在 台中 的 
惯性 群 (inertial group). 所 (1) 知 , 蔡 aEN; 则 ==y. 因此 NN 守 
rg). 


2. 4 斤 步 (contragredient) 表 示 


设 (87) 是 群 G 的 下 -表示 .考虑 V 的 对 偶 空 间 V' .给 定 gE 
,我 们 定义 "的 一 个 变换 8 Cg}, 它 把 YY" 的 元 案 了 上 陕 到 如 下 定 
多 的 ww* Cg) 了 

(po) = fg DV), YuvEV. {8) 
显然 ,or tg)f 是 VY 上 的 还 数 , 易 验证 它 是 线性 函数 ,从 而 yp' Cg) 确 
实 是 T 的 一 个 变换 . 易 验 证 yr Cg) 是 了 ' 的 可 道 线性 变换 , 干 是 
y* 是 到 GLCV') 的 映射 .现在 来 证 "是 同 态 .我们 有 
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Cp Cg) = Fplgh) -DOp) 
= f(gh Vpg 0)), YuEV; 
Cp" tgp CDI) = Cp (gp A) Cv) 
一 《P (RA gE Nv) 
一 /ph Rg V0), YuvEYV, 

大 此 pg* (gD) f= (9° Cg) EDIYY FEV'. 从 而 ¥' (8h) =9p' (8) 
* .所 以 pg' 是 同 态 , 从 而 (yg* ,7 ?是 群 G 的 线性 表示 , 称 它 
为 Cp,V) 的 逆 步 吉 示 . 我 们 知道 ,当下 是 有 根 维 时 ,V 的 对 全 空间 
V' 与 VY 有 相同 的 维 数 ,从 而 p' 与 9g 有 相同 的 次 数 . 

当 (9,7) 的 表示 空间 Y 是 有 限 维 时 ,我 们 来 看 道 步 表 示 yg' 提 
供 的 矩阵 表示 . 在 六 中 取 一 个 基 (o as yy) 设 C 1 让》 
是 有 "中 的 对 偶 基 , 邵 它 满足 

fa = Yl jn 
这 里 站 是 克 罗 内 克 符 号 , 即 
g, = 当 i 一 访 
0， 当天 六 

设 9 在 Y 的 上 述 基 下 提供 的 矩阵 表示 为 ;yp' 在 对 侦 基 下 提供 的 
护 阵 表示 为 5* ,对 每 个 gEG (eg) = (Ca ta)),$* (g) = 
(Btg)). 为 书写 简便 ;我 们 把 aij(g) 简 写成 cj 把 btg) 简 写成 
bi. 利用 58) 式 得 到 , 

Cp Ca FP) =f pe) pg) =f(0)) =—H,. (9) 


因为 9 {gf = Sos fs gaa 一 Daa, 我 们 有 


Cp’ (gf ) (le)a) 一 | Dy Buf) | au] 
志 二 1 t=1 
{10) 


一 > Do buar fra) 一 >) bvaydu 一 DD Buaw. 
#1] 1 k=1 i=1 4 一 ] 
从 (9) 和 (10) 得 到 > puau = D， 即 ,8 Cg EC5) 一 7 其 中 了 是 
k=1 
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单位 矩阵 . 由 此 得 出 加 * (8 一 ((G(g)7) 1, 这 里 记 导 4 是 矩阵 用 
的 转 置 . 

在 本 书 的 第 四 章 和 第 五 章 中 ,我 们 将 继续 介绍 由 已 知 的 表示 
构造 新 表示 的 另 一 些 方法 . 


习 题 1.2 


1. 设 群 局 在 集合 = {x ,ray 上 有 一 个 作用 ， 由 这 个 
作用 引起 的 避 在 域 天 上 的 置换 表示 记 作 (wo7) ,其 中 了 一 


[Sa aE Kil, 2 六 ). 邻 
i=1 


Yj] 一 (D7), VY, C=— [Darl De 一 De 和 下 }， 
说 明太 与 Vs 都 是 g 的 不 变 子 空间 ， 证 明 : 若 域 K 的 特征 不 能 整 
除 二 刚 了 一 六 中 Ya 从 而 史 sovGPv 

2. 利用 第 1 题 , 求 出 对 称 群 S: 的 一 个 2 次 复 表 示 -. 

3. 域 玉 上 所 有 级 桔 阵 组 成 的 集合 记 作 对 (天 ), 它 是 天 上 
的 维 向 量 空间 . 对 于 每 一 个 AEGL, (KK) ,规定 

PAIRN :—AXAT!', VRE MR). 

(1) 说 明 gg 是 群 GL.CR) 的 wn? 次 外- 表示 ， 

(22 说 明 域 天 上 迹 为 零 的 ”级 矩阵 组 成 的 集合 ME(KK) 是 8 
的 不 变 子 空间 ;说 明天 上 级 纯 量 和 矩阵 组 成 的 集合 (I) 是 8 的 下 
变 子 空间 ; 

(3) 证 明 : 苦 域 天 前 特征 不 能 整除 4, 出 

M.,(K) = (TD) @ MK). 

4. 实数 域 R 上 所 有 有 级 正 交 惩 阵 组 成 的 集 台 对 了 于 惩 阵 乘法 
构成 的 群 称 为 n 级 正 交 群 , 记 作 OC). 对 于 每 个 AE On), 规 定 
A :一 六 E MIR). 显然 gg 是 Om) 的 2 次 实 表示 . 迹 
为 零 的 # 级 对 称 矩 阵 组 成 的 集合 记 作 JMi (CR 级 皮 对 称 矩阵 组 
或 的 集合 记 作 M; CR). 
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C4) 证明 M+ CR) 与 M7 (CR) 都 是 口 (2 不 变 子 空间 ; 

C2) 证 明 M,CR)== (DMt (RDM; (8); 

(3) 求 O(n) 的 一 个 地 n(n 一 1) 次 实 表示 . 

5. 设 下 是 域 ,说 明 名 : tt"(tEK') 是 群 尺 * 的 1 次 天 - 表 
示 , 这 里 mw 是 正 整 数 . 利用 wp, 求 群 GL,( 玉 ) 的 1 次 天 -表示 . 

6. 交错 群 4 的 换 位 子 群 是 Klein 四 元 群 V,= {e,(12) (34)， 
C13)C24) (14)《23)}, 求 4, 的 所 有 1 次 复 表 示 . 

7. 对 称 群 $, 有 一 个 正规 子 群 N= 二 {e, (12) (34), (13) (24)， 
C14) (C23)} ,证 明 SwN 宇 5, 求 8 的 一 个 2 次 复 表 示 . 

8. 求 Klein 四 元 群 了 ,= {e,a,b1ab} 的 所 有 1 次 复 表示 ， 

9. 设 (8:Y) 和 人, 克 ? 是 群 所 的 两 个 天- 表示, 与 琵 都 是 有 
限 维 的 ,证 明 : (gp 中 2)" 9" 


§ 3 不 可 约 表 示 , 表 示 的 完全 可 约 性 


群 表示 论 的 基本 问题 之 一 是 要 描绘 给 定 的 一 个 抽象 群 在 一 个 
给 定 域 上 的 所 有 有 限 维 线性 表示 ,并 且 在 等 价 的 意义 下 对 它们 进 
行 分 类 . 通过 本 节 我 们 将 看 到 ,有 限 群 6G 在 特征 不 能 整除 |G| 的 域 
上 的 每 一 个 有 限 维 线性 表示 是 完全 可 约 的 ;而 有 限 维 完 全 可 约 表 
示 能 分 解 成 有 限 多 个 不 可 约 子 表示 的 直 和 .因此 这 时 ,问题 归结 为 
研究 有 限 群 的 所 有 不 可 约 表示 . 

定 六 1 群 台 的 一 个 天 -表示 (PP) 称 为 是 不 可 约 秀 ,如果 下 
设 有 非 平 凡 的 如 不 变 子 空间 ; 替 则 称 为 是 可 约 的 . 

现在 用 矩阵 的 语言 来 看 土 述 概 念 :如 果 群 G 的 nn 坎 下 -表示 
Cg 下) 是 可 约 的 , 则 至 少 有 一 个 非 平 几 的 不 变 子 空间 UU. 气 
$ 2, 对 于 从 如 的 基 扩 充 而 成 的 V 的 基 ,? 提 供 的 抢 阵 表示 更 共有 
形式 : 

zc， VgEeG， (1) 
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其 中 主 对 角 线 上 的 子 第 阵 是 方 阵 . 反之 ;如 果 G 的 表示 在 VY 的 
某 一 个 基 下 提供 的 挫 阵 表示 号 具 有 形式 (1), 则 YW 有 非 平 几 的 三 
不 变 子 空间 ;从 而 98 可 约 . 由 此 可 见 ,如 果 G 的 表示 57) 不 可 约 ， 
则 Y 中 不 存在 具有 上 述 性 质 的 基 . 

显然 ,1 次 表示 是 不 可 约 的 . 

例 1.3.E 在 例 1.1.2 中 ， 疡 阶 群 魏 = 在 洗 征 疡 的 域 天 上 
的 2 次 短 隆 表示 别 具 有 形式 (1) ,因此 它 足 可 约 的 . 

下 面 我 们 将 举 出 次 数 太 于 1 的 不 可 约 表 示 的 例子 . 

命题 1.3.1 群 G 在 域 居 上 的 表示 ‘yy,V) 有 1 维 G 不 变 子 空 
莫 的 充分 必要 条 件 是 ,所 有 gg) tg 各 G) 有 公共 的 特征 向 量 . 

证 明 ”充分 性 是 显然 的 . 现在 证 必要 性 . 设 V 有 1l 维 GG 不 变 
子 空间 二 ia). 任 给 gEG, 有 Pg)aEU, 从 而 得 plg}a 一 (gj a， 
其 中 Cg) EK., 这 表明 a 是 gtg) 的 特征 向 全 ,由 g 的 任意 性 ; 辆 得 

是 所 有 plg) 的 公共 特征 向 其 . 1 

例 1.3.2 在 例 1.1.3 中 给 出 了 3 和 铬 循环 群 C=43? 在 任 一 
域 天 上 的 2 次 秆 阵 表 示 外 . 限 一 个 域 天 上 的 2 维 向 重 空 全 了 , 刚 
省 可 看 成 的 线性 表示 (yp;V) 对 于 一 个 基 syss 提供 的 惩 阵 表示 
我 们 来 讨论 Pw 是否 不 可 约 . 据 命 题 1.3.1, 多 可 约 的 充分 必要 条 传 
基 YE 和 红 g5 有 会 共 的 特征 向 基 . 易 求 出 pC(g) 的 特征 多 项 式 是 
天 (= 下 十 4 十 1. 因为 《十 站 全 1 一 二 一 全 一 入 所 以 乒 本 的 根 是 
3 次 单位 根 . 

情形 1 设 域 下 包含 本 原 3 次 单位 根 名 .因为 w 关 1, 所 以 
(ww) 一 0. 同 理 得 fw)=0. 于 是 名 ,ww 都 是 Eg) 的 特征 值 . 设 a 是 
P82 的 属于 的 特征 向 量 .因为 plg 一 gg 所 以 a 是 gxkg*) 的 
属于 特征 值 w? 的 特征 问 量 . 从 而 ?可 约 . 

情形 2 设 域 K 不 包含 本 原 3 光 单 位 根 .这 时 六 ) 在 天 中 或 
者 没有 根 , 或 者 根 为 1. 若 为 前 省 ; 则 glg) 没 有 特征 值 ,从 而 没有 特 
征 向 量 , 于 是 9p 不 可 约 , 敬 为 后 者 , 则 天 的 特征 为 3 此 时 gig) 的 
特征 值 是 1( 二 重 ) , 它 的 全 部 特征 向 量 是 Ce 十 es) ,其 中 关 是 下 
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中 任意 非 零 元 . 因为 p(g2) 一 pg32 ,所以 本 十 名 也 是 gg*) 的 属于 
1 的 特征 向 量 . 从 而 9 可 约 ， 

例 1. 3.2 表明 一 个 表示 的 不 可 约 性 与 所 取 的 域 有 关 . 在 此 例 
中 ,车 天 为 实数 域 , 则 不 可 约 ;车 KK 为 复数 域 , 则 9 可 约 . 可 见 ， 
在 扩张 域 时 有 可 能 失去 表示 的 不 可 约 性 . 自然 要 研究 在 什么 条 件 
下 扩张 域 能 保持 表示 的 不 可 约 性 ,这 将 在 第 四 章 的 分 裂 域 一 节 中 
详细 讨论 ， 

例 1.3.3 对 称 群 六 在 元 集合 办 二 {cyr2s… ,zx.} 上 有 一 
个 自然 作用 : 人 2 一 ent 一 12 … 和 za 这 个 作用 引起 4 在 域 天 
上 的 次 置换 表示 , 记 作 (g,V) ,其 中 


Vo {Darla EK, i= 120n). 
:一 1 


令 训 二 (Dx) ,VV 一 Daz| Da 二 0). 据 习 题 1.2 的 第 1 
题 知 ,7 与 Vs 都 是 vy 的 不 变 子 空间 ;并 和 且 如 果 域 外 的 特征 不 能 整 
除 a 岂 芭 二 信 由 7 从 而 9 和 go 由 pw 由 于 dim 一 1, 困 此 ov 
是 1 次 的 . 又 由 于 gv (ol Dz) 二 Bx 二 Bx, 因此 pv, (oa) 
是 Pi 的 重 等 变换 ,Y oES- 从 而 Kergv, 一 5,; 这 说 明 pv 是 S。 的 
主 表示 . 现在 来 证 pr 是 3. 的 * 一 1 次 不 可 约 玉 表示 :显然 degpv， 
二 n 一 1. 假 设 上 是 gv, 的 非 零 不 变 于 空间 ,在 上 中 取 一 非 誉 向 基 w 
二 Da 因为 w 作 WV, 于 是 的 坐标 河 量 中 至 少 有 黄 个 分 芝 不 
相等 ,不 妨 设 al 关 ai. 于 是 
Pru 一 站 二 (a daret) 一 《ar 十 csrz) 


一 《Ga 一 Girl 一 rx}, 
因为 的 不 变性 ,我 们 有 gv, CC12))z 一 zx, 从 而 zx 全 口 .全 
由 的 不 变性 ,得 pv {on 一 zx) 一 zo; 一 zowEU. 当 o 取 ,的 
备 个 元 素 时 便 可 得 形 如 云 一 六 的 向 量 都 属于 ,而 Vs 可 由 光一 
xz 一 ay 一 za 生成 ,因此 忆 =V 这 说 明 ”m 只 有 平凡 的 不 
蛮 子 空间 ,所 以 gpv 不 可 约 ， 
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日 例 1. 3. 3 得 到 下 述 命 题 : 

命题 1. 3. 2 车 域 下 的 特征 不 能 各 除 n,; 则 对 称 烙 5, 在 域 天 
上 的 # 次 轿 换 表示 等 价 于 主 表示 与 一 个 一 1 次 不 可 约 表 示 的 直 
im. 1 

如 果 群 的 表示 Cp.) 是 不 可 约 的 (可 约 的 }, 则 称 下 是 不 可 
约 ( 可 约 )C- 空 间或 者 不 可 约 ( 可 约 ) 厂 - 模 . 

现在 我 们 来 讨论 $ 2 询 造 的 新 表示 与 原来 表示 在 不 可 约 性 方 
面 的 关系 . 

命题 1.3.3 设 (p, 人 是 群 G 的 下 -表示 ,了 是 群 瑞 到 GG 的 礁 
同和 态 , 如果 五 的 表示 8。 工 不 可 约 ; 则 pp 也 不 可 的. 如果 1 是 满 同 
态 , 则 反之 亦 然 

证 明 慨 如 8 可 约 , 则 WW 有 非 平凡 的 上 不 变 了 于 空间 UU 任 取 
所 避 , 有 Th}EG, 从 而 有 

(po TAD 一 TCR EU, YE TD， 

因此 上 是 二 不 变 于 空间 ,从 而 Pp 工 可 约 . 

现在 设 了 是 满 同 态 . 假如 P* 了 可 约 , 则 7 有 非 平凡 的 五 不 
变 子 空间 环 . 任 取 gEC, 由 于 了 是 江 射 , 则 存在 关 息 吕 使 得 g 一 
Tcp) ,从 和 而 有 

pw = AT = (go TO E W, VY weEW. 
因此 三 是 G 不 变 子 空间 ,从 而 9 可 约 . 1} 

下 面 列 举 命 古 1. 3. 3 在 几 个 特殊 情 堪 中 的 应 用 . 

(1) 设 (8oVY) 是 群 挟 的 天 -表示 , 妃 是 C 的 其 子 群 . 如 果 8 五 
不 可 约 , 则 不 可 约 .反之 ,如果 8 不 可 约 , 那 末 ql 日 有 可 能 可 约 . 

(2) 设 Cp, 下 是 群 G 的 天- 表示, 则 jp 道 过 GG 的 自 同 构 ao 的 搁 
表示 ”不 可 约 当 且 仅 当 不 可 约 . 

(3) 没入 是 群 G 的 止 规 子 群 , (yy,V) 是 入 的 下 -表示 , 则 的 
共 力 表示 “不 下 约 当 且 仅 当 网 不 可 约 , 其 中 gEG. 

(4) 设 C(p Vx Cp 六) 是 商 群 G/N 的 下 -表示 集合 到 避 的 其 
核 包 信和 N 的 下 -表示 集合 之 间 的 一 一 对 应 ,其 中 8 是 的 提升 , 则 
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多 不 可 约 当 且 仅 当 吕 不 可 药 . 
第 447 点 说 明 : 从 商 群 GAN 的 所 有 不 可 约 天- 表示 经 过 提升 
便 得 到 忆 的 所 有 其 核 包 含 N 的 不 可 约 天 -表示 ， 
命题 1. 3.4 设 (9 是 群 G 的 = 次 天 -表示 , 则 ”的 逆 步 表 
示 纺 不 可 约 当 且 仅 当 虽 不 可 约 . 
证 明 假如 yg' 可 约 , 则 WV" 中 有 非 平凡 的 G 不 变 子 空间 UU; 
考虑 7 的 如 下 子 集 ; 
US {VEVIAV) = 0 YY /EU,). (2) 
显然 5 是 7 的 线性 子 空 间 . 还 可 证 明 t 嫩 是 C 和 不 变 子 空间 :对 每 
个 &EC, 任 取 xEr, 任 取 FEPDa 内 为 六 :是 纺 的 不 变 子 空间 , 因 
此 Ps ED 从 而 有 
2CBTJE) = (Cg Nf) = 0, C3) 
这 说 明 plg)uE12, 因 此 如 是 9 的 不 变 子 空间 . 在 己 : 中 取 一 个 基 
Cif 一 0 一 1124 据 齐 次 线 
性 方程 组 的 解 的 结 梅 理 论 得 到 dimE 一 a 一 天 一 qimy 一 dimU;. 因 
为 za 非 平 凡 ,由 上 式 得 到 也 非 平凡 . 于 是 多 可 约 . 
假如 8 可 约 , 则 V 中 有 非 平 凡 的 不 变 子 空间 .考虑 Y 的 
如 下 子 集 : 
U? :={f EV |G =m=O, YuE Ut). (4) 
显然 U0? 是 V' 的 线性 子 空间 . 对 每 个 5EC, 任 意 xsED 由 已 的 
不 变性 得 gtg- aEUn. 从 而 对 任意 EUI, 有 (8' (Cg) w= 
figplg- Dw) 一 0. 于 是 g' Cg3fELY, 这 表明 5 是 近 的 不 变节 尝 
闻 . 在 己 中 到 一 个 基 taa easyerl 则 了 ET 和 > 扩 a) 一 0 和 4 一 1， 
2，…r. 于 是 仍 由 齐 次 线性 方程 组 的 解 的 结构 理论 得 ， 
dimU 一 一 > 一 dimr* — dimU,. 
从 而 由 非 平 凡 得 出 鼠 ? 非 平 凡 , 因 此 六 可 约 .、 | 
注 在 上 一 - 段 中 ,车 把 的 基 {w evw} 扩 充 成 了 的 基 
fo 在 V' 中 取 对 偶 基 { 记 , i,…,/.), 那 
24 


公 由 (4) 式 定义 的 到 恰好 是 由 记名 ,2，… ;fi 生成 的 村 空间 . 

与 不 可 约 表 示 有 联系 位 也 有 区 别 的 一 个 概念 是 不 可 分 解 表 
a 

定义 2 群 所 的 线性 表示 (Po YI) 称 为 可 分 解 的 ,如 果 立 能 表 
成 两 个 非 平 几 的 局 不 变 子 空间 的 直 和 ;否则 称 为 不 可 分 解 的 . 

每 一 个 可 分 解 的 表示 是 可 约 的 ,因为 它 有 非 平 凡 的 台 不 变 子 
空间 .但 是 一 个 可 约 表示 不 一 定 是 可 分 解 的 . 例如 在 例 1. 3. 2 中 ， 
当 域 下 的 特征 是 3 时 ,3 阶 循环 群 G= tg}) 的 2 次 下 表示 (9; 丰 是 
可 约 的 ,但 它 是 不 可 分 解 的 , 这 是 因为 很 如 和 它 可 分 解 , 则 了 可 表 成 
两 个 1 维 G 不 变 子 空间 的 直 和 . 据 命 题 1. 3. 1 得 ,gg) 有 两 个 线 
性 无 关 的 特征 向 量 , 可 是 事实 上 wlg} 的 全 部 特征 向 量 是 te 十 
67, 上 上 EK". 牙 盾 .在 例 1.3.2 中, 共 不 包含 本 原 3 次 单位 根 , 则 
Cp,V) 可 约 , 并 且 它 可 分 解 , 这 是 因为 FCg) 有 两 个 不 同 的 特征 值 ;w 
和 名 ?从 而 pkg) 有 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 它 们 也 是 gxg*) 的 
特征 向 量 , 据 命 丁 1. 3.1 即 得 Co VD) 可 分 解 . 

什么 情形 下 可 约 的 表示 一 定 可 分 解 ? 或 者 说 ,什么 情形 下 不 可 
分 解 表示 一 定 不 可 约 ? 漠 清 楚 这 个 问题 对 于 研究 群 表 示 的 结构 很 
重要 . 为 此 先 引 进 一 个 概念 : 

定义 3 群 @ 在 域 天 上 的 线性 表示 (2p,V) 称 为 是 完全 可 约 
的 ,如果 对 于 下 的 每 一 个 G 不 变 子 宝 间 UU 都 有 避 不 变 补 空间 W， 
即 ,存在 局 不 变 子 空间 WW 使 得 VY=UOW. 

按照 定义 3, 每 一 个 不 可 约 表 示 蚌 完全 可 约 的 ,因为 VY 一 0 外 
7. 丽 可 约 的 表示 不 … 定 是 完全 可 约 的 ,例如 在 例 1. 3.2 中 当 域 下 
的 特征 为 3 时,G 的 表示 Cp, 是 可 约 的 ,但 它 不 是 完全 可 约 的 . 

如 果 群 G 的 六 -表示 (po,Y) 可 约 并 愉 是 完全 可 约 , 则 让 可 表 成 
两 个 非 平 几 的 安 不 变 子 空间 的 直 和 :7 一 5 四 多, 从 而 9 等 价 于 两 
个 子 表示 2po 与 yw 的 直 和 . 当 Y 是 有 限 维 时 ,在 U,W 中 分 别 取 
一 个 基 , 合 起 来 成 为 了 的 基 ,pus;Pw;¥ 分 别 对 于 这 些 攻 所 提供 的 
矩阵 表示 Be,Bw ,名 满足 
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Bp) 0 
0 Prtg) 
$ 2 梅 造 的 新 表示 与 原 表示 的 完全 可 约 性 有 如 下 关系 : 

命题 1.3.5 设 (po,V) 是 群 避 的 天 -表示 ,了 是 群 妃 到 C 的 满 
同 态 ; 则 吾 的 表示 9: 了 完全 可 的 当 且 仅 当 CG 的 表示 ?完全 可 
约 . 

证 明 留 给 读者 . 

由 于 命题 1. 3. 5 成 立 , 于 是 在 命题 1. 3. 3 后 面 列举 的 4 个 绪 
论 中 , (2 一 (4 把 * 不 可 约 ? 换 成 “完全 可 约 ” 佣 然 成立 . 不 难 证 明 在 
命题 1. 3.4 中 把 “不 可 约 ” 换 成 “完全 可 约 ” 也 仍然 成 立 ， 

定理 1. 3.1 完全 可 约 表 示 的 每 一 个 子 表示 也 是 完全 可 约 
的 . 

证 明 设 (w,v) 是 群 G 的 完全 可 约 表 示 ,pu 是 8 药 任 一 子 表 
示 . 在 U 中 任 取 一 个 G 不 变 子 空间 ,由 于 gq 完全 可 约 , 所 以 避 
在 V 中 有 G 不 变 的 补 空间 低 , 即 VY=UBW. 由 此 得 0U= 中 (WW 
门 U). 由 于 不 变 子 空间 的 交 仍 是 不 变 的 ,因此 WNU 是 G 不 
变 的 . 从 而 po 是 完全 可 约 的 . 上 

定理 13.2 群 G 的 有 限 维 完全 可 约 表示 一 定 可 分 解 成 有 限 
多 个 不 可 约 子 表 示 的 直 和 . 

证 明 对 表示 空间 的 维 数 ” 作 归 纳 法 . 假设 对 于 维 数 小 于 
时 结论 成 立 , 现 在 看 G 的 za 次 完全 可 约 表示 (9,Y). 如 果 pg 是 不 可 
约 的 , 则 结论 显然 成 立 ( 此 时 g= 罗 .如果 8p 可 约 , 则 gg 有 非 平凡 的 
不 变 子 空间 . 在 WV 的 所 有 非 零 的 G 不 变 子 空间 中 挑 一 个 维 数 最 小 
的 , 设 为 上 ,于 是 gw 是 不 可 约 的 . 由 于 P 完 全 可 的, 所 以 三 中 有 
不 变 子 空间 厂 使 VY 一 UW. 据 定理 1. 3. 1 得 ,pw 是 完全 可 约 的 . 
由 于 dimW <<dimV ,由 归 钠 假设 得 gw 可 分 解 成 有 限 多 个 不 可 约 
子 表 示 的 直 和 ,添上 pv 即 得 g 可 分 解 成 有 限 多 个 不 可 约 子 表示 的 
直 和 . 上 

定理 1. 3.2 说 明 :有 限 维 的 完全 可 约 表 示 可 以 从 不 可 约 表 示 
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Dlg) = 


| YEgELC. 


用 最 简单 的 构造 法 一 一 直 和 得 到 . 那么 什么 情形 下 一 个 群 的 所 有 
有 限 维 线性 表示 都 是 完全 可 约 的 呢 ? 这 个 问题 的 解决 也 就 回答 了 
什么 情形 下 有 限 维 的 可 约 表 示 一 定 可 分 解 的 问题 . 现在 我 们 对 有 
限 群 来 回答 这 一 问题 ,在 本 书 的 最 后 一 章 将 对 一 类 无 限 群 一 一 紧 
救 拓 扑 群 回答 这 一 问题 . 

定理 1.3.3(Maschke) 有 有限 群 上 在 特征 不 能 整除 |G| 的 域 
五 上 的 每 一 个 有 限 维 线性 表示 都 是 完全 可 约 的 . 

证 明 设 (yp;VY) 是 避 在 域 下 上 的 有 限 维 线性 表示 , 若 wg 不 可 
约 , 则 它 且 完全 可 约 的 .下面 设 多 可 约 , 任 到 的 一 个 非 平 几 LG 不 
变 子 空间 品 , 它 在 VV 中 有 补 空间 UU, 但 Ur' 不 一 定 是 G 不 变 的 . 考 
虑 下 洪 上 到 5 的 投影 ff; ww 十 WrayY wuEU ,wu'EU'. 局 然 有 ;对 
每 个 veEV wv 一 了 EU;A(w) 一 0,Y wwEU; 玉 一 六 现在 定义 的 
一 个 变换 如 下 : 
fi := 1 Zp Fh), 


这 里 1G|: 是 措 5IG1 1)"', 由 于 域 尺 的 特征 不 能 整除 10|, 所 以 
1G1，1 关 0, 从 而 它 有 逆 元 . 显然 fi 是 六 的 线性 变换 . 
对 每 个 gE€EG, 我 们 有 
Hg) fega !) = IG| 2m pf eh pg) 


[GI pgh) fp gh) 1!) 
下 生生 

[GO pp) = fo, 
fe 


于 是 EBD) 天 三 六 BED £8EGC. 令 W= folTV). 因为 fo 与 gg) 可 
交换 ,所 以 fi 的 值 域 歼 是 glg) 的 不 变 子 空间 - 又 由 于 这 对 一 切 & 
EG 成立, 因此 WW 是 G 不 变 子 空间 . 

和 刹 下 的 是 证 明 玉 =U 人 W. 先 证 V=U 十 WW. 任 vw&EV, 有 few) 
所 TW ;下面 来 证 wv 一 felv) EV. 因为 对 一 切 v€EV 有 wvw 一 /wv) ED， 
所 以 Dv 一 gh Dv)EU. 由 于 0 是 如 不 变 子 空 间 , 因 此 

vo RRIF PR Dv = pA CRA Dv Oo FoR Vv EV. 
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由 于 (GT 271G|=1, 因 此 v= 二 1GI 5。 从 而 
hE 
ou fet) = ICI De — pA) fp Yo) EU. 


所 以 Y=U 十 WW. 
其 次 要 证 NW= 40). 和 任 给 wEU, 有 
fot) = [G7 oO pF GR Du) = GI :Fh)0 = 0. 
EO 有 后 他 


任意 wEWF, 由 于 vw 一 felw) EU ,从 上 式 缚 论 得 
foto) Oo— EOD = fotv ~— folv)) 一 0， 

于 是 及 ==fc. 现在 设 vEUN 门 W, 因 为 vEU, 所 以 fetv)==0. 因 为 vw 
EW, 所 以 存在 v' EV 使 得 fclw') 一 vw. 于 是 
v= fe = RV) = folfetv)) = folvy) = 0. 

所 以 VF 二 UBW. 这 就 证 明了 8 是 完全 可 约 的 . | 

当 域 天 的 特征 整除 群 避 的 阶 时 ,G 的 可 约 表 示 不 一 定 是 完全 
可 约 的 . 例如 , 例 1. 3.1 中 的 pp 阶 循 环 群 G 在 特征 为 的 域 KK 上 
的 2 次 矩阵 表示 是 可 的 的 ,但 它 不 可 分 解 , 因 此 不 是 完全 可 约 的 . 

作为 Maschke 定理 的 应 用 ,我 们 来 证 明 一 个 有 用 的 结果 . 

例 1.3.4 有 限 非 abel 群 在 特征 不 能 整除 群 的 阶 的 域 上 的 任 
一 忠实 的 2 次 表示 是 不 可 约 的 . 

证 明 设 (yp;W) 是 有 限 非 abel 群 G 在 特征 不 能 整除 1C | 的 域 
玉 上 的 忠实 2 次 表示 .假如 ?可 约 , 则 了 有 1 维 G 不 变 子 空间 口 . 
据 Maschke 定理 ,Pp 完 全 可 约 .从 而 VV 中 有 1 维 G 不 变 子 空间 态 
使 得 二 UBW. 设 品 = {a},W= (8B), 则 a,8 是 VY 的 一 个 基 .g 在 


此 基 下 提供 的 矩阵 表示 号 具有 形式 
atg} 0 | 
市 — » GG， 
(g) 1 sc) VYge (5) 


其 中 a Cg),5lg)EK. 任 取 g,hAEG, 由 (5) 得 (gh) 二 加 (4) 
Blg) ,于 是 鲁 (gh) 一 加 (hg). 因为 p 是 忠实 的 ,由 此 推出 gh 二 hg. 
这 与 G 是 非 abel 群 矛 竺 . 所 以 不 可 约 . 上 
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习 题 13 


1. 设 ?是 一 般 线性 群 GL.( 天 ) 在 向 量 空间 站 一 六" 上 的 如 下 
定义 的 表示 : pA)e; 二 AayY 9EV ,AEGL,(KY. 说 明 9 是 忠实 
的 ,并 且 蚌 不 可 约 的 . 

2. 域 尺 上 所 有 级 矩阵 组 成 的 集合 记 作 M,CK}), 它 是 尺 上 
的 a* 维 向 量 空间 . 任 给 4E GL,(KK) ,规定 

FAK = AX, YXRE MRK). 

(C1) 说明 下 是 GL,.( 玉 ) 的 nn? 次 区 表示， 

(2) 对 于 1 所 jsSa, 设 MCK) 是 除 第 j 列 外 其 余 元 素 全 为 零 
的 nn 级 矩阵 组 成 的 集合 ,说 明 MP (CK) 是 GEL,( 玉 ) 不 变 子 空间 . 设 
由 是 在 时 (CK) 上 的 子 表示 ,证 明 ; 如 不 可 约 , 并 且 y 守 下 叶 … 外 
幼 . 

3 在 当 古 1.2 的 第 3 题 中 , 取 下 ==C,n 二 2. 证 明 群 GLCC}) 在 
子 空间 M2(C) 土 的 子 表示 是 不 可 约 的 . 

4. 在 例 1.1.2 中 , 取 一 个 2 维 向量 空 间 Y, 把 更 看 成 是 G 的 
一 个 线性 表示 pg 对 于 VY 的 一 个 基 ww ,om 提供 的 矩阵 表示 . 证明 : 9 
是 不 可 分 解 的 . 

5. 证 明 本 节 的 命题 1. 3. 5. 

6. 设 下 是 特征 不 等 于 3 的 域 , 写 出 ;的 一 个 2 次 不 可 约 天 - 
表示 以 及 它 所 提 殿 的 窍 阵 表 示 . 

7. 设 吾 是 群 G 的 子 群 , 且 [G : 右 ] 有 限 . 设 域外 的 特征 不 能 
整除 LG : 五] 设 (g, 人 是 G 的 天 -表示 .证明 : 如 果 g| 态 是 完全 可 
约 的 , 则 ?是 完全 可 药 的 ， 


§4 西 表 示 和 和 正 交 表示 
上 一 节 在 证 明 Maschke 定理 时 ,关键 是 对 于 的 一 个 非 平凡 


G 不 变 于 空间 上 ,要 找 个 不 变 补 空间 W, 由 于 吕 的 个 线性 
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补 空 间 生 一 定 是 G 不 变 的 ,因此 我 们 定 尺 了 尼 上 上 的 “个 平均? 变 
换 产 , 然 后 证 明 i 的 值 域 是 G 不 变 的 并 划 是 UU 的 补 空间 .如 果 所 
考虑 的 域 玉 是 实数 域 (或 复数 域 } ,并且 对 于 -一切 gEG,9plg}) 都 是 
对 于 下 的 某 一 个 内 积 芍 正 交 变换 (或 西 谈 换 ), 即 ,qtg) 保 持 这 个 
内 积 不 变 ,那么 很 容易 证 明太 的 正光 补 5 是 妃 不 变 章 . 当然 随 之 
到 来 的 -个 问题 是 : 任 给 蛮 性 表示 {gg,V),V 中 有 没有 这 样 的 内 积 
使 得 对 和 十 一 芭 gEGvqtg) 者 是 上 交 变 换 ( 或 西 变换 )? 本 节 就 来 讨 
论 这 个 问题 . 

定义 1 群 G 的 .个 有 限 维 复 ( 实 ) 线 性 形 示 (p,Y) 称 为 丁 ( 正 
交 )? 表 示 , 如 果 在 空间 Y 中 存在 一 个 内 积 使 得 对 于 这 个 内 积 所 成 
的 西 ( 欧 疙 里 得 ?空间 中 ,每 :个 GeDtgEC 都 是 酉 4 正 交 ) 变 换 . 
这 样 的 内 积 称 为 上 不 变 内 积 . 

定 巡 2 群 局 的 一 个 "次 复 ( 实 ) 鸯 阵 表 示 更 称 为 丁 ( 正 交 ) 表 
示 , 如 上 每 -- 个 算 阵 多 (Cg)CgEG) 都 是 本 ( 止 交 ) 和 宇和 阵 - 

定理 3.4.1 有 限 群 的 每 一 个 有 限 维 复线 性 表示 部 可 以 成 为 
曲 表 示 . 

证 明 设 (gp,V) 是 有 限 群 G 的 一 个 有 限 维 复线 性 表示 .在 VY 
中 任 取 一 个 内 和 ftasB). 从 Fa) 通过 在 “G 上 取 平 均 ” 得 到 一 
个 二 元 落 数 ; 

(ep) 一 [C1 2 fp) a gg)8). (1) 

对 一 切 za;8ET,A 如 拉 人 ,我 们 有 


(Bsa) = G7 D fp eB, pg)a) 
Er 
| >， Fipple de PCD 
丰 民 人 
一 《ay 站 ] 1 
[中 十 Rt B) 一 1G1- Op(g) 【《 皮 1 的 十 ket) ,pH EIB) 
站 后 


| 


= GH DA Pp pg)B) + kf (plg)%, ED) 
EG 
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= ki Ce a} 十 Ce, ,Bs 
Cara) = [GT Df PE) a ES)a) 0, 
在 呈 


并 且 Ca,a) 一 0 当 且 仅 当 (plg)a,glg)a)==01Y 8€G, 而 这 等 价 
于 Mg)e 一 DY EEC, 这 又 等 价 于 < 一 0. 

上 述 表 明 (1? 式 定义 的 二 元 函数 (a,P 是 站 的 一 个 内 积 . 对 一 
切 人 如 :我们 有 


Cpa EP = GI Do TPR ga php 8) 8) 
由 EE 宫 
= [GI f(gphg)a, phg)h) 
典 扩 好 
= [GI 2) Fg), gi)8) 
tfE 


一 《ce 入)， 

因此 对 于 内 积 (e,8)， 所 有 ME) 都 是 酉 变换 . 从 而 9) 是 安 的 酝 
表示 ,其 中 玉成 为 定义 了 内 积 《&,8) 的 西 空间 . 1 

-类 似 地 可 以 证 明 有 限 群 如 的 每 一 个 有 限 维 实 线性 表示 都 可 
以 成 为 正 交 表示 . 

定理 1.4.2 有 限 群 的 每 -~- 个 有 限 维 复 ( 实 ) 线 性 表示 是 完全 
可 约 的 . 

证 明 由 Maschke 定理 立即 得 到 结论 .但 是 这 里 我 们 给 出 另 
一 个 证 法 . 

设 (p,V) 是 有 限 群 的 一 个 有 限 维 复 ( 实 ) 线 性 表示 . 在 Y 中 
取 G 不 变 内 积 ( 它 的 存在 性 已 经 在 定理 1. 4. 1 中 证 明 ),V 成 为 本 
空间 ( 欧 几 里 得 空间 ). 设 忌 是 Y 的 任意 一 个 所 不 变 子 空间 ,出 T 
一 UU ! .我们 来 证 Ul 是 局 不 变 的 : 任 取 wwEUUT, 任 取 gEG. 对 
于 任意 wEU; 因 为 U 是 GG 不 变 的 ,所 plg DwEU, 记 vw’ 二 
guy 则 gg}u' 二 zw, 于 是 

(us pig)a) = (gg KE)a = C10) = 0. 
从 而 gCgyaEUt. 这 表 朋 UU+ 是 GG 不 变 的 . 因此 Cp,V) 完 全 可 
约 . 下 
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习 题 1.4 


1. 写 出 5; 的 一 个 2 次 不 可 约 西 表示 . 

2. 习题 1.1 的 第 7 上 题 的 群 (Z, 十 ) 的 1 次 复 表 示人 和 何 时 不 是 百 
表示 . 
3. 写 出 2 级 特殊 正 交 群 SO(2) 的 一 个 1 次 忠实 西 表示 . 


§5 Abel 群 的 表示 


本 节 讨 论 的 表示 都 是 有 限 维 的 . 

定理 1.5.1 设 G 是 有 限 abel 群 ,其 指数 为 zr( 即 ,G 中 所 有 
元 素 的 阶 的 最 小 公 倍 数 ). 如 果 域 天 包含 一 个 本 原 亚 次 单位 根 , 则 
G 的 每 一 个 不 可 约 到 -表示 是 1 次 的 . 

证 明 设 (gp,V) 是 6G 的 一 个 不 可 约 天 -表示 . 任 取 gEG, 有 g” 
一 e 于 是 qlg)" 二 1y. 从 而 x" 一 1 是 glg) 的 零 化 多 项 式 . 因为 尺 包 
会 本 原 mr 次 单位 根 &, 所 以 x" 一 1 在 下 中 怡 有 mx 个 不 同 的 根 ;1， 
而 pg 有 特征 值 . 设 A 是 yxg) 的 一 个 特征 值 . 因为 避 
是 abel 群 , 所 以 有 

《RS APR 一 RNRAE) 一 Alv), YAEG, 

于 是 ptg) 一 Alv 的 核 是 G 不 变 子 空间 . 由 于 (8, 人 不 可 约 并 且 
Ker[L plg) —Alvj 关 0; 所 以 KerLgg) 一 A1y]=VY, 从 而 Me) 一 41vr 一 
0, 即 ptg) 是 数 莱 变换 . 由 8 的 任意 性 知 , 任 -- 非 辩 向 量 是 所 有 
gg) 的 公共 特征 向 量 . 据 命题 1. 3. 1 得 ,gp,V) 有 1] 维 G 不 变 子 空 
间 . 由 于 (gp, 让 不 可 约 , 所 以 dmxV=1. 1 

注意 设 G 是 指数 为 普 的 有 限 群 ,如 果 域 六 包含 本 原 冲 次 
单位 根 , 则 天 的 特征 一 定 不 能 整除 |G|, 理由 如 下 ;假如 域 考 的 特 
征 pp 整除 |G|; 则 pm 于 是 可 设 吉 = pm' ,其 中 Lm';p) 二 1 并且 vr 
>0. 在 下 [x] 中 有 x" 一 1 一 x*” 一] = (zx” 一 1 六 ,于 是 下 所 包含 的 
本 原 mx 次 单位 根 世 也 满足 所 二 1, 了 矛盾 . 
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域 天 称 为 代数 封闭 域 ,如 果 在 天 [z] 中 每 一 个 多 项 式 都 能 分 
解 成 一 次 因 式 的 冬 积 . 

定理 1.5.2 如 时 天 是 代数 封闭 域 ,出 abel 群 ( 可 以 是 无 限 
群 ) 的 每 一 个 不 可 约 天 -表示 都 是 1 次 的 . 

证 明 设 tp;W) 是 abel 群 G 的 不 可 约 下 -表示 ,因为 下 是 代 
数 封闭 域 ,所 以 pl(g) 有 特征 入 . 以 下 同 定理 1. 5.1 证 法 ， 1 

现在 我 们 来 求 有 限 abei 群 G 的 所 有 1 次 天 -表示 ,其 中 天 是 
包含 本 原 mm 次 单位 根 的 域 ,m 是 G 的 指数 . 

设 

G= (gg) X {g1) X xX (ge), 

其 中 8 的 阶 是 pr GG 一 1,2,…,s). 设 6 是 本 原 pr 次 单位 根 ,因为 
Pr lm, 并 且 下 包含 本 原 m 次 单位 很 ,所 以 6 EKG=] ,2,……*,s). 

设 8 是 忆 的 1 次 下 -类 示 , 则 8 是 G 到 下" 的 群 同 态 . 尾 给 1 所 
is, 据 例 1.1.1,8 在 子 群 (g;) 上 的 限制 表示 把 gi 陕 独 所 ,其 中 0 
np 叉 由 于 8 是 群 辣 守 ,因此 ,对 于 G 中 任 一 元 表 gig?-… 
gg ;其 中 0 所 之 Pr, 我们 有 

BT ESE) = Eee C1) 

这 说 明 G 的 任意 一 个 1 次 玉 - 表 示 具 有 形式 (1).， 

友之 ,任意 取 定 如 中 一 个 元 素 gg 一 gr?g8?…g7 ;其 中 0 和 Er 鞍 
一 1 2 我 们 定义 分 到 素 * 的 一 个 映射 &% 如 下 : 

PEL ELBE) — BPE, OL pil ,2,5). 
显然 加 基 群 同 态 ,因此 名 是 GG 的 1 次 天 -表示 . 如果 取 G 的 另 一 
个 元 素 g' 一 go80 其 中 Dssr< pp 人 一 1 2 ,5); 则 按 上 比方 
法 得 到 G 的 男 一 个 1 次 天 -表示 gr. 若 g' 了 5， 则 至 少 存 在 一 全 下 
标 .了 使 得 x', 才 xj, 于 是 

HB) 二 好 天 = ED)， 
这 说 明 gy 天狗. 于 是 按 此 方法 我 们 得 到 了 局 的 1G1 个 不 同 的 1 次 
长- 表示 . 由 于 局 和 玖 任 -- 1 社民 -表示 都 具有 形式 01), 因此 上 述 |G| 
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个 1 次 下 -表示 就 是 G 的 全 部 1 次 下- 表示, 又 由 于 扣 的 两 个 1 次 
苹 - 表 东 等 价 当 且 羽 当 它 们 作为 映射 是 相等 的 ,因此 避 共 有 |G1 个 
两 两 不 等 价 的 1 次 天- 表示 . 于 是 我 们 得 到 了 下 面 的 定理 1. 5. 3 的 
前 半 部 分 . 

定理 1.5.3 如 果 域 外 包含 本 原 x 次 单位 根 , 其 中 x 是 有 限 
abel 群 G 的 指数 , 则 GG 的 两 两 不 等 价 的 1 深 KK- 表 示 的 数目 等 于 避 
的 阶 ; 用 局 表示 GG 的 所 有 1 次 下 -表示 组 成 的 集合 ,规定 其 中 的 习 
法 运算 为 : 

(pope) 一 helg), hm EGCG EEG, 
则 避 成 为 一 个 群 , 并 且 G=C. 称 避 是 避 在 KK 上 的 特征 标 群 . 

证 明 前 半 部 分 已 证 . 现在 证 后 半 部 分 .上面 已 说 明 上 映射 g 
gp 是 双 射 ,只 剩 下 验证 这 个 映射 保持 运算 : 任 取 G 中 两 个 元 案 g 
一 8Dg2…S 太一 ET 8 ;我 们 有 

Pon (BT EL EH) 一 EN NE 2 , 
(HB) CELEI EL) 一 TABI EE ERAN EE Er) 
二 Ga A Eh ， 
由 此 看 出 go 一 9 所 以 上 映射 g 一 5 是 同 构 . | 

从 定理 1. 5. 3 和 命题 1.2.2 立即 得 到 

推论 1.5.1 设 忆 是 有 限 群 , 设 G/G' 的 指数 为 mz, 如 果 域 下 
包含 本 原 m 次 单位 很 , 则 GG 的 两 两 不 等 价 的 1 次 天- 表示 的 数目 
等 于 [G : G']. 

例 1.5.1 求 Klein 四 元 群 G= (ea 人 egi 的 全 部 不 等 价 的 
不 可 约 下 -表示 ,其 中 域外 的 特征 不 等 于 2， 

解 Klein 四 元 群 G 的 指数 为 2. 因为 域 下 的 特征 不 等 于 2， 
所 以 一 ! 是 本 原 2 次 单位 根 , 显 然 一 1EK, 据 定理 1.5.1,G 的 不 
可 约 下 -表示 都 是 1 次 的 . 指定 理 1, 5.3,G 有 4 个 不 等 价 的 1 次 
下 -表示 ,它们 是 

Raa) = (— 1 11) = 1, 
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RE) 一 《一 17 一 1) 一 《一 17， 
HaB) 一 【一 Di 1 一 《一 1), 
Ratad) 一 【一 1 一 1 一 《一 二 
其 中 0<si js1， 
从 Maschke 定理 ,定理 1. 3.2, 定 理 1.5.1 以 及 定理 1.5. 3， 
我 们 得 到 
定理 1.5.4 设 世 是 指教 为 加 的 呈 阶 abel 和 群 ,如 果 域 天 包含 
本 匡 严 次 单位 根 ,出 妇 的 每 一 个 有 限 维 玉 - 表 示 ( 纪 广 等 价 于 C 
的 有 限 多 个 1 次 六 -表示 的 直 和 , 设 负 , 虽 ,…, 引 是 避 的 上 折 有 不 等 
价 的 1 次 下 -表示 , 则 
PARADAaRD" Da 
其 中 (==1,2,… ,mn) 是 非 负 整数 ,并 和 且 阁 ww 一 0, 则 
和 DDR, 


a 称 为 @ 在 9 中 的 重 数 . (在 第 三 章 8 2 将 证 明 这 些 重 数 4,4， 
…,a, 是 由 9 唯一 决定 的 ,与 分 解 式 无 闫 )， 下 


习 题 1.5 


1. 设 @ 是 (2,4) 型 8 阶 abel 群 , 域 到 包含 本 原 4 次 单位 根 s， 
求 G 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 下 -表示 . 
2. 设 域 到 的 特征 不 等 于 2, 求 8 阶 初等 abel 群 ( 即 ,型 为 

42,2,2) 的 abel 群 ) 的 折 有 不 等 价 的 不 可 约 KK- 表 示 . 

3. 设 域 天 包含 本 原 3 次 单位 根 w, 求 9 阶 初等 abel 群 的 所 有 
不 等 价 的 不 可 约 天- 表示 . 

4. 设 避 是 p" 阶 初等 abel 群 , 其 中 是 索 数 ; 设 域 玉 包含 本 
原 刀 次 单位 根 . 证明: 如 果 w8 是 已 的 非 平凡 的 不 可 约 天 -表示 , 则 
Kerg 的 阶 为 p"". 

5. 证 明 : 如 果 ?是 有 限 群 各 的 1 次 天 -表示 , 则 C/Ker9 是 和 
环 群 . 
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6. 证 明 : 非 循环 的 有 限 群 没有 忠实 的 1 次 外 -表示 . 

7. 设 避 是 有 限 abel 群 , 它 的 指数 为 mx; 域 KK 包含 本 原 sm 次 单 
位 根 ,证 明 : 如 果 C 有 一 个 患 实 的 不 可 约 天 -表示 , 则 C 是 短 环 群 . 

8. 设 G= (qa) 是 6 阶 循环 群 , 说 明 G 有 2 次 不 可 约 驴 表示 ,其 
中 8 是 有 理 数 域 . 

《提示 : 设 5 了 是 复数 域 里 的 本 原 3 次 单位 根 . 令 WV=Q02), 则 
VY 是 上 2 维 向 量 空 间 .考虑 局 到 GL(CV) 的 映射 Ps 一 以 ca) 其 
中 g(a 被 规 定 为 pl(aDv: 一 Fv,Y vEV ,其 中 人 是 如 () 里 的 导 
法 . 证明 (Cg, 是 GG 的 不 可 约 -表示 .》 

9. 说 明 p 阶 循 环 群 有 p-l 次 不 可 约 从 表示 ,其 中 户 是 素数 . 
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第 二 章 ”有限 群 的 表示 


在 第 一 章 第 五 节 我 们 完 爹 决 定 了 指数 为 m 的 有 限 abel 群 在 
包含 本 原 mm 次 单位 根 的 域 上 的 有 限 维 表示 : 每 一 个 表示 等 价 于 有 
限 多 个 1 次 表示 的 直 和 ;不 同 的 ( 亦 邵 不 等 价 的 ?1 次 表示 的 数 日 
等 于 群 的 阶 ; 并 且 我 们 构造 了 所 有 1 次 表示 . 

这 一 章 要 讨论 一 般 有 限 群 在 特征 不 能 整除 群 的 阶 的 域 上 的 有 
限 维 表 示 . 根据 Maschke 定理 ,每 一 个 有 限 维 表示 等 价 于 有 限 多 
个 不 可 约 表 了 东 的 直 和 .于 是 我 们 要 研究 的 是 : 群 G 有 多 少 个 不 等 
价 的 不 可 约 表 示 ? 每 一 个 不 可 约 表 未 的 次 数 是 多 少 ? 能 不 能 构造 
出 它 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 表示 ? 


$1 群 的 表示 与 群 代数 上 的 模 的 关系 


我 们 在 证 明 指 数 为 m 的 有 限 abel 群 在 包含 本 原 * 次 单位 根 
的 域 上 的 每 一 个 不 可 约 表 示 都 基 1 次 的 时 候 , 主 要 是 要 对 表 承 空 
间 7 进行 讨论 证明 是 1 维 的 . 现在 我 们 讨论 一 般 有 限 套 的 有 
限 维 表 示 时 ,也 是 首先 来 分 析 表 未 空间 的 特性 - 

群 全 在 域 基 上 的 -个 线性 表示 (yp, 是 由 表示 空间 VV 和 如 
到 GL) 的 群 辐 态 组 成 . 既然 如 到 GLIVD) (C 它 是 集合 V 的 全 变 
换 群 的 子 群 ) 有 一 个 群 同 态 8, 那 么 群 上 在 集合 WV 上 就 有 一 -个 作 
用 ; gv :一 Jg)vY gEG,wEVi; 它 具有 下 述 性 质 ， 

1) cghv—g(tho YY BhECG LVEV, 

2) ev 一 vyW VvEV,e 是 上 的 单位 元 ; 

3) gtotvud = ggVa NY Virv EV gEG; 

A) gk) 一 天 (Sn YY vEV EEK ,gEC. 

定 区 1 设 避 是 一 个 群 . 域 久 上 的 向 量 空间 称 为 上 G- 模 ,如 
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果 忆 在 YW 上 有 : -个 作用 具有 上 述 四 条 性 质 . 

王 述 讨论 表明 , 车 给 了 群 G 在 域 扩 上 的 一 个 线性 表示 yp， 
六 , 则 表示 空间 下 就 是 一 个 G- 模 ,其 中 gv :一 gg)v. 

反之 , 若 给 了 一 个 CG- 模 了 ,我 们 可 以 定 广 群 各 到 T 的 全 变换 
群 的 :个 映射 为 : gj ;二 gv, SECGoEv. 由 性 质 3) 和 4 
可 推出 gxg) 是 向 量 空间 V 的 线性 变换 ;由 性 质 1) 可 推出 2 保持 乘 
法 ; 即 pg 一 gj)gCh) ,YEEC; 由 性 质 2) 可 推出 pCe) 二 ly; 
进 向 可 推出 gta} 是 可 道 变 换 ,¥Y gEG, 因此 gg 蚌 GG 到 GLCV) 的 群 
癌 态 ,从 而 (gp, 是 忆 的 -一 个 线性 表示 , 称 它 是 由 6- 模 VY 提供 的 

定义 2 设 G 是 一 个 群 . 域 K 上 的 两 个 侣 模 V 和 WW 称 为 回 
构 , 如 果 存 在 商量 空间 下 到 三 的 一 个 同 攀 使 得 

BafTD) 2 gg), 可 ET7gE C]} 

显然 , 域 玉 上 两 个 屏 - 模 同 构 当 且 保 当 它 们 提供 的 表示 等 价 . 
因此 研究 群 上 的 线性 表示 与 研究 GG- 模 是 一 回 事 .但 是 如 虚 停 留 硅 
G- 模 这 个 代数 结构 上 ,我 们 得 不 到 比 直 接 作 究 6 的 线性 表示 更 多 
的 信息 ,只 不 过 是 语言 不 同 罢 了 . 为 了 给 研 究 群 G 的 天- 表示 提供 
强 有 力 的 工具 ,我 们 需要 研究 群 代 辣 下 [GI] 上 的 模 . 

我 们 先 复 二 模 的 概念 ,然后 介绍 代数 、 群 代数 的 概念 . 


1.1 模 


定义 3 设计 全 abel 如 法 群 ,R 是 有 单位 元 前 环 ! 单 位 元 记 
作 1) ;如 果 对 每 一 个 rER, 每 一 个 mE€ MMH, 彝 积 rmE2M 被 定义 ,并 
晶 满 足下 述 四 条 性 质 ， 

1 2 天 21 十 Pa 一 7 十 ay VV rER mmtEM; 

2) Cnr)m=rmtran, VY rraE RmEM,; 

3) rm—=ritrem), VY rrE RmEM:; 

4) 1 一 rzy mE MM, 
则 称 对 是 左 尺 - 模 或 者 环 及 上 的 无 模 . 
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类 似 地 可 以 定义 石 RR- 模 . 

定 光 4 设 呈 是 有 单位 元 的 环 ; 则 加 法 群 R 可 成 为 正 玉 - 模 ， 
只 要 定义 ra 是 环 RR 里 的 彝 积 . 称 R 为 左 正则 R- 模 . 

定义 5 左 R- 模 轩 的 非 空子 集 N 称 为 轩 的 子 模 ; 如 内 和 N 是 
加 法 群 MM 的 子 群 ,并 有 利 以 rER 和 yEN 可 以 推 昌 ryEN. 

显然 ,{10} ,2 都 是 模 MY 的 了 于 模 . 它 们 称 为 平凡 的 . 

定 必 6 者 左 R- 横 M 关 C0) 没有 非 平 几 的 子 模 , 则 称 MM 是 不 
可 约 模 或 单 模 ;否则 称 M 为 可 约 模 或 非 单 模 . 

不 难看 出 , 设 只 是 有 单位 元 的 环 , 了 是 只 的 非 空 子 集 , 则 了 是 
左 正 则 R- 模 的 子 模 当 和 且 仅 当 了 是 环 情 的 左 理 想 . 

定 兴 了 设 和 NN 是 左 R- 模 2Y 的 子 模 ,规定 环 R 在 商 群 M/N 上 
的 作用 如 下 

rir NY :=rr NN, YrE€E RrEe mM, 
(不 难 验 证 这 个 定义 与 陪 集 代表 的 选择 无 关 ) ,网 MAN 成 为 在 只 - 
模 , 称 它 是 M 对 于 子 模 N 的 商 模 - 

定 光 8 设 用 和 AMM’ 都 是 左 RR- 模 ,如 淋 计 到 太 的 群 间 态 ”还 
满 是 ;Crz) 一 A (VY rER,zxE M), 则 称 7 是 M 到 MM' 的 模 同 访 
或 中 -后 态 . 此 时 把 群 同 态 7 的 核 称 为 模 同 态 n 的 核 , 记 作 Kery. 模 
梧 态 若是 双 射 , 则 称 为 模 司 构 或 R- 辣 构 . 

左 怀 - 模 帮 到 MY 的 模 同 态 3 的 核 Kery 是 M 的 子 模 ,n 的 僚 
(或 称 为 值 域 }Im; 是 M' 的 子 模 . 

命题 2.1.1 设 六 是 左 尺 - 模 闻 的 子 模 , 则 自然 申 射 =: r = 
TX 二 入 CY XEMD) 是 满 的 R- 同 态 , 是 Kerr 二 NN. 

定理 2. 1.1( 襟 同 态 基本 定理 ) 设 Wi, 邮 是 左 民 - 模 ,7 了 是 邮 
到 ad 的 模 同 态 , 则 

MMH/ Ker? 兰 Imz7y ( 模 同 构 ). 

显然 , 若 {N,1iE 了 是 左 有 - 模 斩 的 一 族 子 模 , 则 门 N; 是 MM 的 
子 模 . 

设 mA 是 左 尺 - 模 对 的 子 模 , 则 加 法 子 群 N,N,， 
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,NN, 的 和 Ni 十 Nz 十 … 十 入 ;是 左 R- 模 MM 的 子 模 . 

定义 9 设 和 Wl ,Ni,…,N, 是 左 R- 模 MY 的 子 模 , 如 果 

0) M= Ni 二- tN.: 

(DD 从 十 十 一 0, YENG=1,24.…,3) 可 以 推出 一 
一 … 一 多 一 0， 
则 称 M 是 子 模 N,,N;,… ,NN, 的 《内 ) 直 和 , 记 作 

M=NONOD- DN. 

定义 10 设 [Mi|iE 了 是 环 R 上 的 左 模 M 的 一 族 子 模 { 可 能 

有 无 限 多 个 ), 易 验证 下 述 集 合 
{Ti 二 Mi ET 
7 一 1,2,… ,n,n 导 性 意 正 整数 } 

是 MM 的 子 模 , 称 它 是 M 的 一 族 子 模 {M,|iE 了 7} 的 和 , 记 作 2 好- 


定 头 11 设 4d1E 匡 是 左 妨 - 模 江 的 一 族 千 模 , 如 果 M 一 
2 M4 并 且 每 一 个 mx EM 能够 被 唯一 表 成 
m= EE Mi,, 
则 称 MM 是 这 一 族 子 模 iMiE 的 (内 ) 直 和 ,iL! 作 
M =—=DM.. 
定 气 12 没 MA ad 是 一 组 左 民 - 模 , 令 
Nf 一 CH] oH 92 | zi 二 Moi 一 1 2 


Cp pa 十 《1 
= (pt ii a a se ) 
FE 2 Cran Rs ) » 
则 M 成 为 左 R- 模 , 称 M 是 MAMd ,MM 的 外 直 和 , 记 作 
MM 一 和 二 下 十 十 计 . 
若 令 Mi 二 人 0 ,0ma900 呈 0) | 全 Mi);, 则 MM; 居 M 的 子 
模 , 并 且 M; 衬 Mi ,i 一 1,2,…,s; 而 且 
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MM -MMM'ODM' DB- DM.. 
命题 2.1.2 设 N,N, 是 左 R- 模 MM 的 子 模 ,如 果 MM= NN 中 
Ny; 则 M/N, 宇 Ns,M/N: 二 Ni1( 模 同 构 ). 

”命题 2.1.3 若 左 R- 模 MH 是 它 的 子 模 Ni;Ns,…,N, 的 (内 ) 
直 称 ,而 且 每 个 N; 又 是 子 模 和 Ni,Nz,-… ;Nas 的 (内 } 直 种; 则 于 旺 
下 模 NG 一 1.2 55 二 1,24 呈 好 ) 的 (内 ) 直 和 . 

命题 2. 1,4 昔 左 R- 模 M 是 子 模 和 Ni, Ni,…,N; 的 (内 ) 直 
和 :全 和 一 和 i 十 十 NM 一 Ny 二 十 Ni 一 Ni 十 
一 十 入 , 则 M4 是 Mi ,Mi,-… ,MM 的 (内 } 直 和 和 . 
只 命 题 2.1. 4 和 命题 2. 1.2 得 到 :如 果 左 RR- 模 M 是 它 的 子 
模 NeNa ,NN, 的 (内 ) 喜 和, 即 M 一 N,… 约 N,, 则 
M/AN, BD" DN)N. 
定义 13 左 .R- 模 必 称 为 完全 可 约 的 ,如 果 对 于 MM 的 每 一 个 
子 模 NN 都 存在 好 的 子 模 芝 使 得 MM 一 NDL. 
定义 134 设 对 是 左 尺 - 模 , 令 
anntM) —{rE RIrT = OY rE MI), 
称 ann(ad) 是 时 的 稚 化 子 . 显然 ,ann (CM) 是 R 的 双边 理想 ， 
定义 15 设计 是 左 R- 模 ,对 于 xzEM, 今 
anntr) :—{r EE RIrz = 0}, 
称 annkz) 是 工 的 零 化 子 . 易 验 证 ann(x) 是 环 R 的 左 理想 . 
不 难 验 证 


annfaf >》 = 门 annta). 
TE 


1.2 代数 


定义 16 域 乒 上 的 一 个 代数 4 是 -个 环 4, 它 同时 又 是 域 开 
上 的 向 量 空间 ,并 且 商 量 空间 的 数量 乘法 与 环 的 匀 法 满足 
天 [ap = (kadb = a{Rb}y, Yabt AkREK. 2) 
车 4 是 尺 上 无 限 维 向 量 空间 , 则 称 代数 4 是 无 限 维 的 ;否则 称 4 
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是 有 限 维 代数 ,并 且 把 4 作为 向 量 空间 的 维 数 , 称 为 代数 4 的 维 
数 . 

者 域 太 上 的 代数 有 4 作为 环 具 有 单位 元 素 1( 天 0 ， 则 称 4 是 
有 单位 元 的 代数 . 本 书 所 讨论 的 代数 都 是 有 单位 元 的 ,不 上衣 每 次 声 
明 . 

定义 17 设 4 和 BB 都 是 域 扩 上 的 代数 ,4 到 B 的 映射 如 
果 满 足 对 一 切 a1,azE 4, 一 切 k&EK 帮 有 

fla 十 Ga) = fla) + Flas), 
flaas) = f la) ra， 
Tika) 一 是 je] 
Fl 一 1 

其 中 1 和 1 分 别 是 4 和 吾 的 单位 元 , 则 称 了 是 4 到 号 的 代数 同 
坊 . 

定义 18 设 和 4 是 域 扩 上 的 代数 ,V 是 下 上 的 有 限 维 向 量 空 
间 , 代 数 4 的 一 个 线性 表示 了 是 4 到 HomasCr,r) 的 代数 同 态 ， 
其 中 Homx CV,V) 是 V 的 所 有 线性 变换 组 成 的 代数 .Y 称 为 表示 
空间 ,7 的 维 数 称 为 表示 了 的 次 数 .. 

定 灸 19 域 玉 上 的 代数 4 的 两 个 表示 (7 和 (7 TY) 称 
为 是 等 价 的 ,如果 存在 向 量 空间 的 则 梅 o:V>V' 使 得 

Ttlay = oTla}e i, YatA. 

定义 20 域 下 上 的 代数 4 的 一 个 n 次 息 阵 表示 是 4 色 
M.《 玉 ) 的 代数 同 态 ,其 中 M, (天 ) 是 域 玉 上 所 有 # 级 矩阵 组 成 的 
代数 . 

类 似 地 可 给 出 4 的 两 个 矩阵 表示 等 价 的 定义 . 


1.3 代数 上 的 模 


设 4 是 域外 上 的 代数 , 若 加 基 环 有 A 上 的 左 午 ; 则 称 M 是 代 
数 4 上 的 去 模 或 左 4- 模 - 
命题 2.1.5 设 4 是 不 及 上 的 代数 ,M 是 左 4- 异 ,由 
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i 
Ci) MM 可 被 定义 成 域 天 上 的 向 量 空间 ; 
Gii》( 让 中 定义 的 数量 税法 满足 :k(am) 二 tka)m 二 a(km) ,YY a 
EARECK mEM; 
Kiiy 的 子 模 是 癌 量 空间 MM 的 线性 子 空间 . 
”证 明 (i) 定义 数量 乘法 为 :bm :二 (ED)myY mEM:kEK, 
其 中 1 是 4 的 单位 元 . 易 验 证 M 是 域 及 上 的 向 量 空间 . 
(ii) klam) 一 (天 1 Cam)= 1 a)m= (ka m= (kaym, 
Elam) = kD am) Oo— Rl + aj)m~— (a * kl)m 
=at (kl)m) = a(lkm). 
(iiiy》 直接 验证 即 可 ， 
命题 2. 1.5 说 明代 数 上 的 模 比 环 上 的 模具 有 更 多 的 代数 结构 
人 性质 . 


1.4 群 代数 


设 忆 是 有 限 群 , 玉 是 域 . 在 第 一 章 8 1 讲 有 限 群 的 正则 表示 
时 ,我们 已 经 构造 了 域 及 上 的 一 个 1G1 维 向 量 空间 , 它 的 元 素 是 形 
如 》 asg, 其 中 几 所 六. 这 个 向 量 空间 记 作 天 [GJ. 如 果 我 们 把 


1'g 十 210 与 有 等 同 ,那么 群 G 的 所 有 元 素 是 向 量 空间 KK[G] 
大 才 E . 
的 一 个 基 . 现在 我 们 在 天 [G] 中 规定 一 个 冬 法 ， 
[ 708 | 人 2 :一 2 Ctrbneh 一 2 
其 中 6。 = ya 容易 验证 玉 [G] 对 于 这 个 乘法 和 以 前 定义 的 


加 法 成 为 一 个 环 ,le 是 这 个 环 的 单位 元 素 ( 其 中 e 是 G 的 单位 元 
素 ) ,以 后 我 们 把 环 天 [Gj] 的 单位 元 素 就 写作 1. 显然 天 LC] 的 数量 
乘法 与 环 的 莱 法 满足 关系 式 (2) ,因此 天 [G] 成 为 域 天 上 的 代数 ， 
称 它 是 群 G 在 域 及 上 的 群 代 数 , 它 的 维 数 等 于 1G1. 
群 代 数 天 LGJ 的 一 个 线性 表示 了 是 天 LGJ 到 Homek7 ,的 
代数 同 态 , 其 中 普 是 域 及 上 的 一 个 月 限 维 向 量 空间 . 现在 我 们 来 
4 3 


齿 
分 析 表 示 空 间 V 具有 的 性 质 . 令 an :一 Tta)vsyY aEK[GjJ,vE 
VV. 于 是 对 一 切 rl GE 下 | 人] vv CE 六 人 天 有 


ato 十 ms) 一 Ci 十 区 ro， 《3) 
atgv) = Elav) = (kajv, 《4 
ka 十 aa) 一 IT 十 oo， {£5} 
(aiez]zm = qi(asw), | (6) 
lv = wv. 《7 


(3).(5).(6) 7) 表明 7 是 左下 [GJ]- 模 (这 里 天 [Gj 着 成 环 ) ;添上 
(4) 趟 表明 VV 是 代数 玉 LC] 上 的 左 模 . 由 此 可 见 , 群 代数 天 [Gj] 的 
线性 表示 CT,V) 的 表示 空间 VV 是 代数 天 [G1 上 的 左 模 . 

反之 ;若是 群 G 在 域 久 上 的 群 代数 天 LG]J 上 的 堪 模 , 则 下 
自然 地 可 定 立 为 域 玉 工 的 向 量 空间 - 我 们 定义 天 LC] 到 HomxCY， 
人 的 一 个 映射 工 ,使 得 对 一 切 aEK[G] 有 Tiadv 一 ay 了 ET 
由 定 训 3 的 性 质 1) 和 命题 2.1.5 的 (ii) 知 ,T(a) 是 V 的 线性 变 
换 ; 由 定义 3 性 质 2) 知 了 保持 加 法 ;由 性 质 3) 知 人 T 保持 滋 法 ;由 
人 辣 题 2.1.5 的 ti) 知 工 保持 数量 莱 法 ;由 性 质 4) 知 了 把 天 LGJj] 的 
单位 区 上 遥 成 Homxr (下 ,的 单位 元 .因此 工 是 代 数 同 态 ,从而 工 
是 群 代数 久 [G] 的 一 个 表示 , 称 醋 是 左 KLGT] 模 VV 提供 的 表示 . 

不 难看 出 , 群 代数 六 LG] 上 的 两 个 左 模 是 模 同 构 当 且 仅 当 它 
们 提供 的 表示 是 等 价 的 . 

综 上 所 述 , 研 究 群 代数 天 [GJ] 的 有 限 维 线 性 表示 与 研究 群 代 
数 玉 LGJ 上 的 有 限 锥 左 模 5 即 ,这 左 模 作 为 域 尼 上 的 向 量 空间 是 有 
限 维 的 ?是 一 回 事 . 由 于 研究 群 代数 色 LG] 上 的 左 模 的 结构 可 以 充 
分 利用 群 伐 数 下 [Gj 的 结构 性 质 ,这 就 为 研究 群 代数 天 [Gj 的 线性 
表示 提供 了 有 力 的 工具 . 

那么 有 限 群 G 的 有 限 维 天 -表示 与 群 代数 天 LCG] 的 有 限 维 表 
示 之 间 有 什么 联系 呢 ? 

命题 2.1.6 有 限 群 G 的 有 限 维 天 -表示 组 成 的 集合 与 群 代 
数 久 LG]J 的 有 限 维 表 示 组 成 的 集合 之 间 存 在 一 一 对 应 . 

生生 


证 明 设 (p,WVI) 是 6G 在 域 扩 上 的 有 限 维 表示 , 则 VW 是 GG- 模 ， 
即 gv 一 ggjv,y gEG VvEY. 对 于 天 [G] 中 任 一 元 素 2 arg 


规定 ( >asgjv := >)as(en), 容易 验证 V 成 为 群 代数 天 [GT 上 
的 左 模 , 它 提供 代数 KK[G] 的 -一 个 有 限 维 表 示 , 记 作 9 . 易 看 出 
2 人 人 angj 一 Serpeg)- 


反之 , 设 (9 ;让 是 下 [GJ] 的 一 个 有 限 维 表 示 , 把 它 限制 到 必 
上 人 重 产 生 尼 的 -- 个 天 -表示 . 显然 映射 p>g' 是 单 射 . 1 

上 述 证 明 的 前 半 部 分 玫 明 一 个 刀 - 模 Y 可 以 扩充 成 玉 [LCGTFE 
的 左 模 下. 

命题 2. 1.6 告诉 我 们 ,为 了 全 究 有 限 群 G 的 有 有限 维 玉 - 表 示 只 
要 去 研究 群 代数 天 [GJ] 的 有 限 维 表示 ,也 即 只 要 研究 群 代数 KLG1 
上 的 有 限 维 左 模 . 

命题 2.1.7 设 避 是 有 限 群 , 玉 是 域 , 则 

(i) G 的 两 个 下 -表示 (yy) 和 (他 ,W) 等 价 当 且 仅 当 两 个 左 
天 [GG]- 模 VY 和 WV 是 模 同 梅 ; 

(DU 是 G 的 下- 表 东 (gq, 下 的 不 变 子 空间 当 且 仅 当 如是 左 
KLGJ]- 模 VV 的 于 模 ; 

C6) 着 在 天 [GJ] 模 VY 是 它 的 子 机 总 Vs-…,V。 的 直 和 , 设 
V ,Vv 提供 的 下 的 表示 是 gi 二 1.2,…… ,rz2), 则 

PDNDRDp: 

Gv) 的 下 -表示 (gp, 玉 ) 不 可 约 ( 可 约 , 完 全 可 约 ) 当 且 仅 当 应 
KK[Gj]- 模 VY 不 可 约 ( 可 约 ,完全 可 约 ); 

(VV) 避 的 正则 表示 的 表示 空间 下 [OJ 可 成 为 左 正 则 大 [Gj- 模 ; 
友之 ; 左 正则 天 [Gj- 模 KK[Gj 提 供 的 G 的 表示 就 是 如 的 正则 表 
a 

证 明 留 给 读 消 . 命题 2. 1.7 说 明 : 为 决定 GG 的 所 有 不 等 价 
的 不 可 约 天 -表示 就 只 要 决定 所 有 不 同 构 的 不 可 约 左 天 [CT 模 . 
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避 题 2.1 


1. 证 明 命题 2. 1. 7. 

2, 域 天 上 的 代数 4 的 非 空子 集 互 称 为 4 的 子 代数 ,如 果 召 
是 环 4 的 含 4 的 单位 元 的 子 环 ,又 是 阿 量 空间 4 的 子 空间 . 

对 于 域 六 上 的 代数 44, 令 

B ‘CE Ala 一 ec 本 Ed， 

证 明 : BB 是 4 的 子 代数 , 称 它 是 代 娄 4 的 中 心 , 记 作 ZCA). 

3. 设 避 是 有 限 群 ,KK 是 域 . 征明 :2g 悄 于 ZCKTGD). 任 取 
G 的 一 个 共 叔 元 素 类 C ,证明 >)zx 属于 2CKLGD). 

ET 
4. 设 避 是 有 限 群 ,8 是 有 理 数 域 . 令 
= |Gl- Yeg, ez 一 一 2i， 
26 

其 中 1 是 QLGj 的 单位 元 .证 明 ， 

{1) ei=p et = eles—=e2€1= 0; 

《ii) eyQ[G],ezQLGj] 是 8LG] 的 子 代 数 ,也 蚌 环 QLGj] 的 双边 理 
想 ， 

Ci OG1=eQL GDeQ LG]. 

5. 设 避 是 无 限 群 ;KK 是 域 , 所 有 有 少 和 和 Dasg 《 即 ,其 中 只 

BE 
有 限 多 项 系数 不 为 0) 组 成 的 集合 记 作 天 [Gj]; 类 似 于 有 限 群 的 情 
形 , 规 定 [G] 中 元 素 的 相等 以 及 加 法 .数量 乘法 、 滋 法 , 则 关 [LG] 
成 为 玉 上 的 无 限 维 代 数 . 如 果 把 
1-g8+ D10-h 

等 同 于 &, 那 么 群 G 的 全 体 元 素 是 天 [G] 的 一 个 基 . 类 似 子 有 限 玫 
的 情形 ,车 (g,V) 是 G 的 一 个 开 - 帮 示 , 则 7 可 以 成 为 左 K[GI 模 

设 G 是 abel 群 ,(p,V) 是 G 的 一 个 -表示 ,证 明 ; 对 于 任意 


号 ECG:og) 是 左 关 LG]- 模 Y 的 模 自 同 构 . 
二 


§ 2 ”有限 维 半 单 代数 的 结构 和 它 的 不 可 约 模 


上 一 节 我 们 措 出 :为 了 研究 有 限 群 G 的 有 限 维 天 -表示 就 只 
要 去 研究 群 代数 天 [Gj 上 的 有 限 维 左 模 ; 为 了 决定 G 的 所 有 不 等 
价 的 不 可 约 下 -表示 就 只 要 去 决定 所 有 不 同 构 的 不 可 约 [GJ- 横 . 

根据 Maschke 定理 , 当 域 的 特征 不 能 乏 除 群 上 的 阶 时 ,GG 
的 每 一 个 有 限 维 表示 蚌 完 全 可 约 的 . 从 而 每 一 个 有 限 维 左 [GJ] 
模 是 完全 可 约 的 , 这 一 节 我 们 要 讨论 具有 这 种 性 质 的 域 天 .上 有 限 
维 代 数 的 结构 以 及 它 的 所 有 不 同 构 的 不 可 约 左 模 的 数 且 和 不 可 约 
左 模 的 维 数 《作为 域 玉 上 向 量 空间 的 维 数 ). 

我 们 讨论 的 环 都 是 具有 单位 元 1( 关 站 的 环 . 


2.1 夫 等 元 


定义 1 对 于 环 有 A, 令 
ZA :~{c€E Alcr = ry EA), 

则 ZCA4) 是 4 的 子 环 并 且 售 有 4 的 单位 元 , 称 Z(4) 是 4 的 中 心 ， 

如 果 妈 是 域 世 上 的 代数 , 则 环 4 的 中 心 Z44) 称 为 代数 4 的 
中 心 . 

定义 2 设 4 是 域 久 上 的 代数 ,4 的 子 集 B 称 为 4 的 子 代 
数 , 如 果 BB 是 环 4 的 会 4 的 单位 元 的 子 环 ,并且 是 向 基 空 间 4 的 
线性 子 空间 . 

易 看 出 , 域 玉 上 代数 4 的 中 心 ZE64) 是 4 的 子 代数 . 

定义 3 环 4 的 -个 元 素 e 称 为 释 等 元 如 果 所 一 天 0. 两 个 
笑 等 元 eez 称 为 正 误 的 ,如 果 sies 一 czel 王 0. 4 的 竹 等 元 e 称 为 本 
原 的 ,如 果 它 不 能 表 成 4 的 两 个 正 交 和 需 等 元 的 和 . 4 的 籍 等 尼 * 
称 为 中 心 加 等 元 ,如 果 eE ZiAY, 4 的 震 等 元 e 称 为 中 心 本 原 的 ， 
如 果 eEZ(4)? 并 且 e 不 能 表 成 4 的 两 个 正 奖 中 心智 等 元 的 和 ， 

为 了 研究 域 下 上 有 限 维 代 数 和 4 的 不 可 约 左 模 , 需 要 研究 左 正 
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则 4- 模 4 的 直 和 分 解 . 在 这 一 小 节 我 们 首先 讨论 环 4 上 堪 正 册 
模 4 的 下 和 分 解 与 狼 等 元 的 关系 . 

引 理 2.2.1 如 果 环 4 上 左 正 则 模 4 能 分 解 成 有 限 多 个 非 
零 子 模 了 Fas，…,Y。 的 直 和 , 即 

4 = 一 TY 中 关中 … 由 下. 《1) 

设 1 二 十 ez 十 … 十 ey 其 中 eVQ 和 En), 则 {eiyes,… oe} 是 有 4 
的 一 组 两 两 正 交 的 每 等 元 ,并且 V; 由 答 等 元 ei 生成 , 即 太一 4eG 
一 1,2,…) .反之 ,如 果 (eei we: 是 4 的 一 给 两 两 正 变 的 兰 
等 元 , 则 4(e 十 ez 十 … 十 e 一 4e 中 4es 中 中 4e, 

证 明 ” 任 取 i€E 11,2,… ,19 直 己 知 条 件 得 

全 一 6 一 ee 十 ez 十 十 er 
一 66 十 十 时 十 和 十 ee 

并 是 eeijE 记 人 一 1 2 由 于 (1) 式 是 直 和 ,因此 = 的 表 法 唯 
一 ,让 此 得 出 时 一 < 并 且 ee 一 0 当 jt. 由 于 tt 是 集合 {1,2,*… ,ni 
中 任意 元 素 , 所 以 上 述 表 明 {e1,ez,*…,e.} 是 4 的 -- 组 两 两 正 交 的 
每 等 元 . 因为 V; 是 子 模 , 所 以 Ae:CCVi. 任 取 aiEVi, 有 a 二 a * 1= 
aiei 十 十 aiei 十 十 at- 显然 wueiEy 由 于 的 表 法 唯一 ,由 上 
式 得 出 ez 一 aieiE 4ei. 因此 下 一 4ei 

反之 ,如 果 {eliea ye] 是 4 的 一 组 两 两 正 交 的 宕 等 睛 , 令 e 
一 所 十 ez 十 … 十 ce 则 拓 一 < 并 有 卓 ee: 一 ee 一 6 人 siSs). 显然 4(e 十 
ce 十 … 十 BJCade 十 … 十 4e- 任 取 aael 十 are 十 十 auesE el 十 4es 
十 十 4e, 因为 Caiei 十 4&282 十 十 es)e 二 ei 十 qzes 十 十 asess 所 
以 caie 十 eses 十 十 caesE Ae. 于 是 Ae 一 Ael 十 Aezs 十 … 十 Ae.. 设 0 
二 纳 E12 十 一 十 bes; 其 中 EE ACQSiS); 商 边 用 ej 有 滋 得 0 一 
Berri 二 1,2,…… 5; 因此 0 的 天 法 唯一 . 从 而 4e= Ae1 名 Aes 吕 … 四 
Ae,. | 

引 理 2. 2.1 说明: 环 有 4 上 左 正则 模 4 的 直 和 分 解 相 当 于 4 
的 单位 元 1 分 解 成 两 两 正 交 的 潍 等 元 之 和 . 
定义 4 环 A 上 的 左 模 以 称 为 可 分 解 的 . 如果 李 能 表 成 两 
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个 非 平凡 的 子 模 的 直 和 ; 噩 则 称 为 不 可 分 解 的 . 

推论 2.2.1 设 e 是 环 4 的 竹 等 元 , 则 是 本 原 的 当 且 人 饮 当 
4e 是 不 可 分 解 的 左 4- 模 . 

证 明 设 4e 是 不 可 分 解 的 左 4- 横 . 假如 e 不 是 本 原 的 , 则 在 
在 正 交 的 短 等 元 e182; 使得 2 二 ei 十 ez. 据 引 理 2.2.1 的 第 二 部 分 
得 4e 一 4e 中 se ,了 矛盾， 

设 e。 是 本 原 备 等 元 . 显然 Ae 是 左 4- 模 . 假如 4e 可 分 解 , 设 
ae 一 Ta 其 中 VrVs 均 不 等 于 (C0). 设 e 一 &1 十 ea ;其 中 el 和 7 
ez 所 Vz. 因为 (1 一 e)* 二 1 一 e 并 且 (1 一 ee 一 et 一 2 一 0, 所 以 1 一 e， 
ea 是 正 交 的 每 等 元 . 据 引 理 2. 2. 1 的 第 二 部 分 得 4 一 4 一 e 十 e) 
一 好 (一 2 全 4e 一 由 人 一 站 昌 六 中 YY 因为 1 一 人 一 十 e 一 人--e) 
十 ei 十 ez; 据 引 理 2. 2. 1 的 第 一 部 分 得 e 与 e 是 正 交 的 苦 等 元 ,这 
与 是 本 原著 等 元 矛 尘 . 1 

引 理 2. 2. 1 和 推论 2. 2.1 合 在 一 起 说 明 : 环 4 上 左 正 刚 模 汉 
分 解 成 不 可 分 解 子 模 的 直 和 相当 于 4 的 单位 元 分 解 成 两 两 正 交 
的 本 原 每 等 元 之 和 ， 

类 似 地 , 环 4 分 解 成 非 零 双 按理 配 的 直 和 也 与 贿 等 元 有 关 
系 . 

引 理 2.2. 2 如 果 环 4 能 分 解 成 有 限 索 个 非 党 双边 理想 五 ， 
7 的 直 和 , 即 4 一 二 四 天 出 由 无 . 设 1 一 十 es 十 … 十 e 其 
中 ej 了 U7 和 722); 刚 1eryezsr""r1er} 是 4 的 一 组 两 两 正 奖 询 中 心 
备 等 元 ,并 有 日 7;= Ae; 是 具有 单位 元 6; 的 环 ; 1 所 7 所 nn. 有 反之 ,如 果 
{el re2 ye ;es} 是 六 的 一 组 两 两 正 交 的 中 心 项 等 元 , 旭 

Ce 十 22 十 -十 2) 一 Aej 中 Aes D1 OD As,, 
其 中 Ae 一 eA 是 4 的 双边 理想 ,1 所 1s. 

证 明 由 于 无 是 4 的 友 边 理想 ,当然 也 是 左 理想 ,从 而 无 是 
左 正则 4- 模 4 的 子 模 . 于 是 4 一 天 由 天时 … 巾 六 可 看 成 是 左 正 则 
4- 模 4 的 直 和 和 分解 式 . 据 引 理 2.2. 1 的 第 一 部 分 得 ;fel yeay yer) 
是 4 的 一 组 两 两 正 交 的 守 等 元 :并且 攻 = Aej; 1 魏 JS:m 任 取 a€ 
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也 , 我 们 有 a， 1 二 1* a,; 从 而 得 

Cel 二 Bez 十 :十 Ae 二 El 十 esd 十 十 Ed. 
亲 为 aej&7; 并 县 eja&7; 于 是 从 上 式 得 aej 一 ex ;1 所 7 所 nr. 这 说 明 
2; 是 中 心 窒 等 元 筷 志 7 所 1), 对 于 Ae; 中 和 任 一 元 天 xej, 其 中 zx EA， 
有 ejCxe)) 一 (ejxyej 二 (xey)ey 一 Xe) 二 (xey)eyn: 所 以 ej; 是 Aej 的 单位 
元 (lj 

反之, 据 引 理 2.2.1 的 第 二 部 分 得 Ale 十 @j 十 十 e) 二 Ae 只 
4e: 四 … 四 4e.. 因为 ej; 是 中 心血 等 元 ,所 以 4ei 一 cj4 ,从 而 4ei 是 
凡 的 双边 理想 (<JES9). 1 

推论 2.2.2 设 e 是 环 4 的 中 心 每 等 元 , 册 e 是 中 心 本 原 的 
当 且 仅 当 4e 不 能 表 成 4 的 两 个 非 零 双边 理想 的 直 和 . 

证 明 假如 。 不 是 中 心 本 原 的 , 则 存 定 两 个 正 交 中 心里 等 元 
eirea* 司 得 e 一 et 十 er- 据 引 理 2. 2. 2 的 第 二 部 分 得 4e 一 4e 中 4e:， 
其 中 4e ,4es 是 4 的 双边 理想 . 

设 e 是 中 心 本 原 宕 等 元 . 显然 1 一 e 也 是 中 心 震 等 元 并 且 和 与 = 
正 交 . 据 引 理 2. 2. 2 的 第 二 部 分 得 4 一 4(1 一 ce 二 e) 一 4(1 一 ee) 四 
4e. 假如 4e 能 表 成 4 的 两 个 非 零 双 边 理 想 I 与 I 的 直 和 , 则 e= 
£1 十 ea ;其 中 EET,esET. 于 是 A=A(l—e)OINDL, 并 且 工 一 《1 
一 ey 十 gj 十 a;. 据 引 理 2.2.2 的 第 一 部 分 得 上 与 es 是 正 交 的 中 心 
竹 等 元 ,这 与 是 中 心 本 原 攻 等 元 矛盾 .上 

定 光 5 环 4 的 一 个 非 零 双 边 理想 工 称 为 不 可 分 解 的 .如果 了 
不 能 吉成 4 的 两 个 非 堆 双 按理 想 的 站 和 . 

引 理 2. 2. 2 和 推论 2. 2.2 合 在 一 起 说 明 : 环 4 分 解 成 不 可 分 
解 的 双边 理想 的 直 和 相当 于 4 的 单位 元 分 解 成 两 两 正 交 的 中 心 
本 原 震 等 元 之 和 . 

南 个 正 交 的 和 睁 等 元 一 定 不 相等 ,反之 不 一 定 成 立 . 然而 两 个 不 
相等 的 中 心 本 原 颇 等 元 一 定 是 正 交 的 ,这 是 由 于 下 面 的 引 理 
2. 2. 3. 

引 理 2.2.3 环 4 的 两 个 中 心 本 原 答 等 旋 或 者 相等 ,或 者 不 

5O 


交 . 


证 明 设 eles 是 环 4 的 中 心 本 原 医 等 元 . 我 们 有 


1 一 El *1 一 ecer 十 1 ga) 一 如 ez | é1tl1 Bs), 


并 且 . 
(elez) 一 eezy (etl — ed) = ell ~ e2), 
(Cees) Cell — es)) = eiea(l — £2) = eles ~— €2} =— 0, 
{e1tl] 一 ed) eer) = (Cees tall — er)} = 0, 
ees E ZA), ell— es) €E (A). 
因为 e, 是 中 心 本 原 的 ,所 以 ees 二 0 或 者 eies 二 el. 类 伏地 有 ee; 一 
0 或 者 和 1 如 3 Es 困 此 ,或 着 e162 一 0; 或 考 EFI Eg. | 
推论 2. 2. 3 如 果 环 4 的 单位 元 1 能 够 表示 成 两 两 不 等 的 中 
心 本 原 别 等 元 eyez ye 的 和 , 则 feles sen) 是 A 的 爹 部 中 心 
本 原 知 等 元 . 
证 明 由 假设 知 1==ei 十 ez 十 … 十 es 假如 A 有 一 个 中 心 本 原 
穴 等 元 7 {ey ye:，… es}; 则 据 引 理 2.2.3 得 
f= fe festt -+ fe,~— 0, 
矛盾 . 所 以 {e ea es} 是 4 的 全 部 中 心 本 原生 等 元 | 


2.2 半音 的 有 限 维 代数 的 结构 及 马 的 不 可 约 横 


我 们 知道 , 当 域 天 的 特征 不 能 整除 群 G 的 阶 时 , 群 代数 六 fCG] 
土 每 一 个 有 限 维 左 模 是 完全 可 约 的 . 现在 我 们 就 来 讨论 具有 其 下 
的 每 一 个 左 模 是 完全 可 的 的 性 质 的 代数 的 结构 以 及 写 的 不 可 约 左 
模 


定义 6 域 扩 上 有 限 维 代数 4 称 为 半 单 的 ,如 果 每 一 个 左 4- 
模 是 完全 可 约 的 . 
命题 2.2.1 说 4 是 域 玉 上 有 限 维 代数 , 则 4 是 半 单 的 充分 
必要 茶 件 是 左 正则 4- 模 4 是 完全 可 约 的 . 
证 明 必要 性 显然 . 
充分 性 ” 设 左 正则 4- 模 4 是 完全 可 约 的 . 类 似 于 定理 1. 3.1 
号 上 


可 证 完全 可 约 模 的 子 模 是 完全 可 药 的 . 因为 4 作为 域 上 上 向 量 空 
间 是 有 限 维 的 ,所 以 左 正则 A- 机 A 万 可 以 分 解 成 有 限 多 个 不 可 约 了 
的 耳 和 《让 明天 似 于 定理 3.2), 即 


Di 人 DDL, 《2》 
其 中 co 设 
1=e 二 e+ 十 e,， (3) 


其 中 elE LSin). 因 为 不 可 约 子 模 工 ; 当然 是 不 可 分 解 的 左 
4- 横 ,于 是 据 引 理 2. 2. 1 和 推论 2. 2. 1 得 , {ej ,es;…,e,} 是 有 4 的 一 
组 两 两 上 正 交 的 本 原 知 等 元 ,; 社 有 征 == Ae(1<&iAn). 
任 取 一 个 左 4- 模 好 ,要 证 M 是 完全 可 约 的 . 
对 于 mE MH, 由 3) 得 
mG 二 en 二 em 二 十 em, 
显然 4erm 是 M 的 子 模 人 1<Sassa. 因为 eimzE .Ae ;所 以 


MM > 5 Aem. (C4) 


考虑 Ae; 到 Aeim 的 喘 射 /: ae; raerm,Y aE A. 显然 f 是 满 射 . 易 
验证 了 上 是 4- 同 态 . 因为 4e 不 可 约 , 所 以 阅 态 了 的 核 Kerf/ = (0) 
或 者 Kerf 一 Ae;. 着 为 前 者 , 则 Aeim 不 可 约 ( 因 为 此 时 了 是 4- 同 
构 ); 若 为 后 者 , 则 4em 一 (0). 于 是 (4) 式 表明 MM 是 一 族 不 可 约 子 
模 的 和 ， 
尾 取 放 M 的 一 个 子 模 N. 考 虚 集 合 
S 一 {M 的 子 模 W |W 个 N = (0)). 

S 对 于 集合 的 包含 关系 “CC "成 为 一 个 偏 序 集 - 任 取 5 的 一 条 链 

WCWC"CW,C., 6) 
令 允 "一 2)W (参见 本 章 $1 的 定义 10), 易 验证 W* 站 N= (0)， 
因此 W"* EES. 显然 每 个 印 ; 记 W' ,于 是 W* 是 链 (5) 的 一 个 上 界 . 
据 Zorr 强 理 得 ; S 有 一 个 极 大 元 素 , 记 作 N'. 我 们 希望 证 明 六 四 
N' 一 MM. 为 此 只 要 证 NN 十 N' 二 MM. 假如 这 不 成 立 , 刚 存在 产 E 邮 使 
得 mm 仿 NN 十 N', 因为 二 em 十 ezzmt 十 一 十 eorme; 所 以 必 在 在 茜 个 
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em&NN'. 从 而 AeymCEN 十 N'. 因为 Aejm 是 不 可 约 的 ;所 以 
(CN 十 ND) 门 Aejm 二 (0). 于 是 
(N + ND + Aem = CN + N') D Aem 
= (NDBNY OAcem = ND ON DAem), 
从 而 (CN' 旬 Aejrm2) 门 N 二 (0). 这 与 N' 是 5 的 极 大 元 素 矛 盾 . 因此 产 十 
N' 二 MM. 从 而 M 是 完全 可 约 的 . 这 就 证 明了 4 是 半 单 的. 1 

从 命题 2. 2. 1 的 证 明 过 程 中 我 们 可 得 出 下 面 的 重要 结果 . 

定理 2.2.1 设 4 是 域 玉 上 的 有 限 维 代数 . 如果 有 4 是 半 单 
的 , 则 每 一 个 不 可 约 左 4- 横 同 构 于 堪 正 则 4- 模 4 的 直 和 分 解 式 
中 的 某 一 个 不 可 约 子 模 . 

证 明 因为 4 是 半 单 的 ,所 以 左 正 则 4- 模 4 是 完全 可 约 的 . 
又 由 于 4 是 域 玉 上 有 限 维 代数 ,因此 堪 正 则 4- 模 4 可 分 解 成 有 
限 才 个 不 可 约 子 模 的 直 和 ， 即 

A= Ae BD Aes Dh Ae,, 
并 且 工 一 ea 十 ez 十 … 十 ex; 其 中 eyess*… ;ex} 十 A 的 两 两 正 变 的 本 
原 窜 等 元 . 

任 取 一 个 不 可 约 左 4- 模 M. 从 命题 2. 2. 1 证 明 中 看 到 凡是 
形 如 Aeim 的 不 可 约 子 模 的 和 , 由 于 加 本身 是 不 可 约 的 ,因此 必 有 
对 一 4ea ,对 革 个 e 以 及 某 个 mm. 在 命题 2. 2. 1 证 明 中 已 证 Aeim 
与 4e; 模 同 构 , 这 表明 M 与 Ae; 模 同 构 . 上 

定理 2.2.1 告诉 我 们 ;如 果 4 是 半 单 的 有 限 维 代 数 , 则 所 有 
不 可 约 左 A4- 模 都 分 别 同 构 于 左 正则 4- 模 4 区 一 个 直 和 分 解 式 中 
的 不 可 约 子 模 . 从 而 半 单 的 有 限 维 代数 4 上 的 每 一 个 不 可 约 左 模 
都 是 有 限 维 的 . 下 面 进 -: 步 讨论 左 正则 4- 模 4 到 不 可 约 子 横 的 任 
意 两 种 直 和 分 解 式 有 什么 关系 . 

定义 7 环 R 上 的 左 模 MM 的 子 模 降 链 

M= MOM,D DO MD Mi = (0) 
称 为 M 的 一 个 合成 列 ,如 果 所 有 的 商 模 Mi/Mi41 是 不 可 约 的 . 这 
些 商 模 Mi 称 为 合成 因子 . 两 个 合成 列 称 为 等 价 , 如 果 它 们 的 
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因子 数目 相同 并 且 这 两 个 人 台 成 列 的 因子 能 用 某 种 方式 配对 使 得 对 
应 的 因子 是 模 同 构 . 因子 的 数目 称 为 合成 列 的 长 度 . 
定理 2. 2. 2(Jordan-Hilder) 如 果 环 尺 上 的 左 模 M 有 侣 成 
列 , 则 的 任意 两 个 合成 列 是 等 价 的 . 
定理 2. 2.2 的 证 明 可 以 在 C. 两, Curtis 和 工 Reiner 著 的 书 
〈 见 参考 文献 [1]) 中 第 79 页 找到 . 
推论 2.2.4 如 果 4 是 域 玉 上 的 有 了 根 维 半 单 代数 ,那么 左 正 
则 4- 模 4 到 不 可 约 子 模 的 任意 两 种 直 和 分 解 式 中 不 可 约 子 模 的 
数目 相同 , 并 且 这 两 种 直 和 分 解 式 中 的 不 可 约 子 模 能 用 某 种 方式 
配对 使 得 对 应 的 不 可 约 子 模 是 同 构 的 . 
证 明 因为 4 是 有 限 维 半 单 代数 ,所 以 . 
A=DLDB"DL, 6) 
其 中 工 不 可 约 G 二 1,2,…,n). 考虑 左 正则 4- 模 4 的 子 模 的 降 链 
A=L 人 BLD DILDDBLD .DD OO. 
{7) 
天 为 
A/L DBI) 二 LL, 
LD BILALD "DBL LL,, 
所 以 每 一 个 商 模 是 不 可 约 的 ,从 而 (7) 是 4 的 一 个 合成 列 . 据 
Jordan-Helder 定理 ,A 的 任意 两 个 合成 列 等 价 , 从 而 推论 2. 2. 4 
得 证 ， 1 
推论 2.2.4 说明: 左 正则 4- 模 4 的 直 和 分 解 式 (6) 中 ; 任 取 
一 个 不 可 约 子 模 工 , 分 解 式 (6) 中 出 现 的 与 上 同 构 的 不 可 约 子 模 
的 数目 是 由 4 唯一 决定 的 ,与 分 解 式 无 关 , 这 个 数目 称 为 在 4 
中 的 重 数 . 
推论 2. 2. 4 还 说 明 : 左 正 则 4- 模 4 的 直 和 分 解 式 667 中 不 同 
构 的 不 可 约 子 模 的 数目 是 由 4 唯一 决定 的 ,与 分 解 式 元 关 . 这 个 
数目 也 就 是 所 有 不 同 构 的 不 可 约 左 4A- 模 的 数目 ( 据 定理 2. 2. 1)， 
那么 左 正则 4- 模 4 的 直 和 和 分解 式 中 不 同 构 的 不 可 约 子 模 的 
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数目 等 于 多 少 呢 ?4 的 直 和 分 解 式 中 不 可 约 子 模 工 在 4 中 欧 重 数 
是 多 少 呢 ? 到 作为 域 玉 上 的 向 县 空 间 其 维 数 是 多 少 呢 ? 

我 们 知道 :去 正则 4- 模 4 的 子 模 就 是 环 4 的 左 理想 . 不 可 约 
子 模 是 具有 什么 性 质 的 左 理想 ? 

定义 8 环 4 的 一 个 非 零 左 理想 工 称 为 极 小 左 理 想 ,如 果 工 
只 包 合 4 的 两 个 左 理想 : (0) 和 工 . 

于 是 左 正则 4- 模 4 的 不 可 约 子 模 就 是 环 4 的 极 小 左 理想 . 
因此 左 正则 4- 模 4 到 不 可 芍 子 模 的 直 和 分解 式 可 以 看 成 是 环 4 
到 极 小 左 理想 的 直 和 分 解 式 . 

定义 9 环 4 前 两 个 左 理想 工 和 元 称 为 是 同 物 的 ,如 果 存 在 
了 到 居 的 双 射 了 使 得 对 于 任意 zx,yEzsrE4 都 有 

Hr y= fr) fy}, 
frr) = rir). 

由 定义 9 看 出 ,4 的 两 个 左 理想 工 和 上 同 攀 也 就 是 把 它们 关 
成 左 正 则 4- 模 的 子 模 后 ,它们 是 模 同 构 ( 或 者 说 4- 同 构 ). 

于 是 推论 2. 2.4 可 以 斤 述 成 : 如 果 4 是 域 下 上 的 有 限 维 半 
单 代数 ,那么 环 A 到 极 小 左 理想 的 任意 两 种 直 和 分 解 式 中 极 小 左 
理想 的 数目 相间 ,并 二 这 两 种 直 和 分 解 式 中 的 极 小 左 理想 能 用 某 
种 方式 配对 使 得 对 应 的 极 小 左 理想 同 构 . 从 而 环 4 到 极 小 左 理想 
的 直 和 分 解 式 中 ,与 一 个 极 小 左 理想 L; 同 构 的 极 小 左 理想 的 数目 
由 有 唯一 决定 ,这 个 数目 称 为 5 在 4 中 的 重 数 ; 直 和 分 解 式 中 不 
同 构 的 极 小 左 理想 的 数目 由 4 唯一 决定 ,与 分 解 式 无 关 . 据 定理 
2.2.1, 环 4 的 上 每 一 个 极 小 左 理想 同 构 于 4 的 直 和 分 解 式 中 的 某 
一 个 极 小 左 理想 . 因此 环 4 的 所 有 不 同 构 的 极 小 左 理想 的 数目 等 
于 有 4 的 一 个 直 和 分 解 式 中 不 向 构 的 极 小 左 理 想 的 数目 ， 

前 面 提出 的 三 个 问题 也 就 是 : 若 4 是 域 入 上 的 有 限 维 半 单 
代数 , 环 4 的 直 和 分 解 式 中 有 多 少 个 不 同 构 的 极 小 左 理想 ? 一 个 
极 小 在 理想 5 在 4 中 的 重 数 是 多 少 ? L 作为 域 玉 上 的 向 量 空间 
其 维 数 是 多 少 ? 
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我 们 首先 对 半 单 的 有 限 维 代数 4 的 左 理 想 和 裤 小 左 理想 作 
一 些 调查 . 

- 引 理 2.2.4 设 和 4 是 域 久 上 半 单 的 有 限 维 代数 , 则 4 的 每 一 

个 非 零 左 理 想 由 一 个 只 等 元 生成 

证 明 没 工 是 和 4 的 一 个 非 零 左 理 想 ,于 是 上 是 左 正则 4- 模 
4 的 非 零 子 模 . 因为 4 基 半 单 的 ,所 以 左 正则 4- 模 4 是 完全 可 约 
的 ,从 而 存在 子 模 使 得 4 二 DL'. 设 1=e 十 e', 其 中 eEL,e'E 
蔬 . 据 引 理 2. 2.1 得: e 是 竺 等 元 并 且 工 一 4e, 即 工 由 寡 等 元 e 生 
成 ， | 

引 理 2.2.5 设 4 是 域 玉 上 半 单 的 有 限 维 代数 ,大 和 无 是 4 
的 西 个 极 小 左 理想 , 则 

(i) 瑟 ' 估 三 的 充分 必要 条 件 是 I' 一 La' 对 于 某 个 a' EL'; 

《ii 二 二 的 充分 必要 条 忻 是 LL' = 上 L'; 

(iii) 上 六 二 的 充分 必要 条 件 是 LL 一 《0). 

证 明 (充分 性 ”考虑 工 到 /==La' 的 映射 Frrezer 
E 工 . 显然 了 是 满 射 并 且 保 持 加 法 . 对 于 "~E4, 有 (rz) 一 (rx)a! 
一 r(ze 一 rz 因此 了 是 满 的 4- 同 态 .于 是 Kerf 是 含 于 工 的 
4 的 左 理想 . 从 而 Kerf 一 (0) 或 Kerf 一 上 .着 为 后 者 , 则 上 '== (0)， 
这 不 可 能 . 因此 Kerf==(0), 从 而 是 4- 同 梅 . 

. 必要 性 ” 设 工 由 窜 等 元 e 生成, 设 工 到 攻 的 同 构 映 射 是 Pr 
则 对 一 要 xE A 有 ze) 一 xple). 当 xXxEL 时 ,可 设 x 二 we 对 于 革 
一 个 a€ 4 于 是 xe 一 {ae)e 二 ae? 二 ae 二 x 从 而 p(x 一 zx9{le) ,YX 
名 工 . 记 4: 一 Ye)， 则 orz 一 za 由 于 vw 是 满 射 ,于 是 得 到 工 ' = 
La'. 

(i 充分 性 设 LL 一 L'. 任 取 a'EL', 显 然 La' 是 4 的 左 理 
想 并 且 La'CL'. 由 于 上 是 4 的 极 小 左 理想 ,所 以 La' 二 (0}) 或 者 
La' 一 L. 因 为 LL 一 ,所 以 存在 a'EL 司 得 La' 关 C00), 从 而 La 
二 2L'. 据 (0) 得 L' 宇 工 . 
必要 性 设 居 位 工 . 据 人 得 瑟 =EeCEE .又 由 于 无 是 4 的 
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左 理想 ,所 以 LL'CIL' 因此 LL'=L'. 

(ii) 充分 性 显然 . 

必要 性 ” 据 < 计 的 充分 性 的 证 明知 道 : 任 取 a EL 有 La’ 一 
(0) 或 者 La' 一 LL. 然后 据 人 得 La' 一 C0),Y a EL 所 以 LL'= 
‘0). 1 

定 尽 10 环 刃 称 为 单 环 , 如 果 民 只 有 平凡 的 双边 理想 . 

定义 11 域 居 上 的 代数 B 称 为 单 代 数 如 果 环 B 是 单 环 . 

定义 12 环 A4 的 非 零 双边 理想 了 称 为 极 小 双边 理想 ,如 果 了 
只 包含 4 的 两 个 双边 理想 ; (0) 和 工 

定理 2.2.3 设 4 是 域 坟 上 欧 有 限 维 半 单 代数 , 环 4 到 极 小 
左 理想 的 一 个 直 和 分 解 式 为 

A= 人 DD DD 人 DPI,, C8) 

其 中 工 , 空 Ln 当 且 仅 当 i 二 上. 


令 


A= 人 BB BL, i=1,2,,. 

则 

0) 4 一 4 由 4 由 … 中 4.: 

{iD 每 一 个 A; 是 4 的 极 小 双边 理想 ,并 且 4 是 单 环 ，; 

Qi) 4 的 不 同 梅 的 极 小 左 理想 的 数目 等 于 4 的 中 心 本 原 适 
等 元 的 数目 、 

证 明 (i) 据 命题 2.1,4 立即 得 到 ， 

Qi) 显然 4 是 4 的 左 理想 , 设 & 上 尖 i 据 引 理 2. 2. 5 得 ,LL 
二 《0) ,从 而 4 一 E7u 十 Eapur 十 入 十 ZE 一 (0) ,由 此 得 出 
4 一 C0). 任 取 aEA,rEA. 设 =z 十 zw 十 十 x;, 其 中 EE 
A 则 az 一 ar 二 arr 十 十 ar 一 efE 4 因此 4 是 4 的 右 理 
想 . 这 就 证 明了 AG=1,2,…,s) 是 4 的 双边 理想 . 

设 I 是 会 于 A; 的 4 的 非 零 双边 理想 . 因为 1 是 左 理想 ,所 以 
了 包含 4 的 一 个 极 小 左 理想 工 . 我 们 已 指出 :4 的 每 一 个 航 小 在 理 
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想 辐 构 了 于 4 的 直 和 分 解 式 中 出 现 的 某 -个 极 小 左 理想 ,因此 工 同 
构 于 某 个 Ls. 假如 此 关 i ;由 引 理 2.2. 5 得 ,Fo 一 工 ;因为 工 C7C 
有 3 所 以 FwL 叶 44 一 .0); 于 是 得 出 工 = (0), 蔬 盾 . 从 而 LL 宇 Ls(1 
ti). 据 引 理 2.2.5 的 (得 ,一 La 对 于 琳 一 个 a.E Li,t 一 
152， ym. 因为 了 是 右 理 想 , 所 以 La:CT. 由 此 得 出 了 TDL 十 Ls 十 
一 十 Lm 二 和 :从 而 了 二 4. 这 证 明了 Ai; 是 4 的 极 小 双边 理 要 . 

任 取 4; 的 一 个 双边 理想 了 . 任 取 E44, 设 z 二 zi 十 x 十 … 十 
二 :其 中 Tz.E 4. 对 于 任意 5EJ, 我 们 有 x6 二 x5 十 zs8 十 … 十 xz 水 二 
5 忆 EJ 类似 地 有 brEJ, 因此 了 也 是 4 的 双边 理想 , 由 于 A4 是 4 
的 极 小 双边 理想 ,所 以 了 一 (0) 或 者 了 一 4. 这 说 明 4, 是 单 环 ( 美 于 
4A; 傅 有 单位 元 这 一 点 在 下 面 将 说 明 ). 

ii》 从 和 (让 知 道 , 环 4 分 解 成 了 极 小 双边 理想 4 ,4,,…， 
有 1 的 直 和 . 设 1 一 ej; 十 6 十 … 十 e,; 其 中 cE Ai1<i 坟 5). 据 直 理 2. 
2. 2 和 推论 2. 2. 2 得 , {ei ,e;，…,e,} 是 4 的 两 两 不 等 的 中 心 本 原 虹 
等 元 ,并 日 4;== 4e, 是 具有 单位 元 6; 的 环 . 又 据 推 论 2.2.3 知道 ， 
telvezy er 是 人 4 的 全 部 中 心 本 原 甘 等 元 - 因此 4 的 不 同 构 的 极 小 
左 理想 的 数目 * 等 于 4 的 中 心 本 原 才 等 元 的 数目 ， 1 

从 定理 2. 2. 3 知道 , 若 4 是 域 素 上 的 有 限 维 半 单 代数 , 则 不 
同 构 的 不 可 约 左 4- 模 的 数目 等 于 4 的 中 心 本 原 宕 等 元 的 数目 ， 

定义 13 设 4 是 域 及 上 有 限 维 半 单 代数 ,定理 2. 2. 3 中 的 
40<e<s) 称 为 4 的 单 成 分 . 

从 定理 2.2.3 知道 , 域 玉 上 有 限 维 半 单 代数 4 的 单 成 分 的 数 
目 等 于 妇 的 不 同 构 的 极 小 左 理 想 的 数目 ,也 等 于 4 的 中 心 本 原 宕 
等 元 的 数目 . 

现在 我 们 来 研究 域 玉 上 有 限 维 半 单 代数 4 的 直 和 分 解 式 (8) 
中 极 小 左 理想 在 4 中 的 重 数 . 因为 4 的 单 成 分 A 二 LO… 鳃 
Tim 所 以 A 星 然 了 也 是 4; 的 堪 理想 ;进一步 可 说 明 了 工 1 也 . 
是 4, 的 极 小 左 理想 ,这 是 因为 假如 J 了 (0) 并 且 是 含 半 的 A 
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的 左 理想 , 据 定理 2. 2. 3(ii) 的 证 明 中 最 后 一 段 知 : 了 也 是 4 的 去 
理想 ,从 而 J 二 Ln 因此 La 在 4 中 的 重 数 i 等 于 4 到 它 的 极 小 
左 理想 的 直 和 分 解 式 中 极 小 左 理想 的 数目 . 为 了 求 出 后 者 就 需要 
讨论 单 代数 4; 到 极 小 左 理想 的 直 和 分 解 ,方法 是 : 在 单 代数 A 
所 属 的 同 构 类 里 找 一 个 具体 的 代表 ,然后 对 这 个 代表 讨论 其 到 航 
小 去 理想 的 直 和 分 解 . 下 一 小 节 我 们 来 研究 单 代数 的 结构 ， 


2.3 有 限 维 单 代数 的 结构 


设 V,W 是 环 R 上 的 左 机 ,VV 到 古 的 所 有 模 同 态 ( 或 说 上- 同 
态 ) 的 集合 记 作 Homx (VW). 对 于 ,gg EHomx(V,W), 规 定 
Fig: werero) 二 Ete)y veEV, 则 HomaCF ,WO 是 abel 加 群 . 

引 理 2,2. 6CSehur) 设 V,W 是 环 R 上 的 不 可 约 左 模 , 则 

(0 当下 闫 W 时 ,Homa(V ,W)= 0); 

Ci Homxn(tV ,7 是 除 环 . 

证 明 GD 设 AEHomr(V ,W). 因为 Kerf 是 Y 的 子 模 , 而 下 
不 可 约 , 所 以 Kerr 一 (0) 或 人 err 一 站 . 若 为 后 者 , 则 7 一 0. 若 为 前 
者 , 则 了 是 单 射 ;并 且 由 于 Imf 是 WW 的 子 模 ,而 研 不 可 约 , 所 以 
Imf 一 全 (假如 lmf 一 (0); 则 下 = (0),; 牙 盾 ), 于 是 是 清 射 ,从 而 
了 是 模 同 构 . 所 以 当 VY 尖 W 时 ,Homx(V ,WV) = (00), 

(ii) 易 验 证 abel 加 群 Homa(Y ,7 对 于 映射 的 乘法 成 为 环 . 
任 取 Homr CV ,TV) 的 一 个 非 零 元 六 由 于 了 不 可 约 ; 必 有 Kerr 一 
(0), 从 而 Im 一 ,因此 了 是 双 射 . 从 而 Homa VY ,7 ) 是 除 环 - | 

定理 2.2.4(Wedderburn) 设 B 是 域 玉 上 有 限 维 单 代数 , 设 
1 是 B 的 极 小 左 理想 , 令 DD=HomsQ, 了 7), 则 

(i) 了 是 除 环 也 上 的 有 限 维 右 向 量 空 间 , 并 且 有 

dimx! 一 (dimgD) {dimp7):; £9) 

(ii) BHomo (I, DM,D) ， 

其 中 =dimpT ,并 且 上 述 同 构 是 代数 同 构 . 
证 明 (Gi) 因为 工 是 环 召 的 极 小 左 理 想 , 所 以 了 上 是 不 可 约 左 
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五 - 模 . 由 引 理 2.2.6 知 了 一 Homs(1, 放 是 除 环 . 任 取 dAED,xET， 
把 z 在 映射 了 下 的 像 写 成 xd, 在 这 样 的 记号 下 有 x (did;) = 
(xaD)d;, 其 中 ,dz DD, 容 吻 验证 了 成 为 右 忆 - 模 . 因此 了 是 除 环 
也 上 的 右 向 量 空间 . 

因 浆 了 旦 域 扩 上 代数 B 的 左 模 ,所 以 了 可 成 为 域 尺 上 的 向 
量 空间 . 由 于 B 是 有 限 维 的 ,并 且 TCB, 因 此 了 作为 域 尼 上 向 量 
空间 是 有 限 维 的 . 

对 于 xxE 了 ,规定 CRl1)x: xm>T(R1), 易 看 出 x(&1)ET, 因 此 
(Rl)x 是 工 到 了 工 的 遥 射 . 显然 它 保持 加 法 ,并 且 对 于 任意 5€B 有 
CRl)RCBT) = (br) (RL) 一 六 (二 1)) 一 如 (El1)ar) 因 过 

(RI)r E HomsCr rr 一 卫 . 
了 中 到 一 个 玉 - 基 :maa,…aw 任 取 工 E7, 有 


工 一 > en — 一 pa 一 Dl = 一 Bsa, 


这 说 明 z 表 成 了 Rl 2 tn 的 D- 线性 组 合 局 ,从 而 了 作为 五 上 右 
向 量 空间 有 - 一 组 生成 元 ; maz，… po. 因此 dimyT<o0. 

进一步 可 证 明 

dimxT = (dimxDPyCdimo7) ， 

这 是 因为 我 们 可 规定 kd :二 1)rd ,从 机 五 可 成 为 域 玉 上 向 晨 空 
间 . 直 于 gbzr) 一 d[CE1)z] 一 (ECdCz7 一 Earl 所 以 忆 是 域 
天 上 向 量 空间 7 的 线性 变换 ,从 而 DCHomx《7 ,7), 于 是 dimxD 志 
《dimx732 , 邑 dimx 吃 过 co, 在 万 中 取 一 个 天 - 基 , 在 了 工 中 取 一 个 PP- 
基 , 既 过 计算 可 证 明 (9) 式 成 立 ,其 具体 细节 留 给 读者 . 

(iy 了 作为 加 法 群 , 它 的 自 同 态 环 记 作 End(T ,十 ), 因为 了 是 
B 的 左 理 想 ,所 以 对 于 每 一 个 BEB, 映 射 p.; 上 rpriy zEF 是 加 
法 群 了 的 一 个 自 同 态 . 令 

Bi = {bb € B}, 
易 着 出 Bi 是 End (71, 十) 的 .个子 环 ; 并 且 易 验证 映射 上 brb 
是 B 到 B, 上 的 环 同 态 , 它 的 校 是 B 的 双边 理想 , 因为 B 是 单 环 并 
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且 Bi0; 所 以 了 的 核 是 (0), 从 而 8 衬 Bi. 规定 域 尺 与 Bi 的 数量 
飞 法 为 , &5 :一 (Rk1)45843 易 验证 Bi 成 为 域 上 的 向 量 空间 ,并且 
易 看 出 Bi 是 域 及 上 的 代数 . 不 难看 出 映射 六 保持 数量 乘法 ,因此 
B 守 Bi 是 代数 向 构 . 

任 取 xEIT,dED, 因 为 作 一 Homs( ,站 ,所 以 对 于 任意 5EB 
有 di6z) 二 5(d(zx)) ,从 而 得 到 B(xd)=B (ad(r)) 二 bp(d (x)) = 
如 (az 一 可 人 zz) 一 (Brz)c 这 说 明 玉 后 Hompt7 ,7 因此 BiC 
HompfT 门 . 

现在 来 证 B. 一 Homp (7 ,了 ). 易 看 出 Homp (1, 站 ) 是 End(I, 十 } 
的 子 环 . 如 果 我 们 能 证 明 Bi 是 Homp (7 了) 的 左 理想 ,那么 由 于 1; 是 
Homop tI ,了 ) 的 单位 元 并 且 14€ Bi ,于 是 就 得 到 Bi 二 Homp(I ,7). 

因为 是 8 的 堪 理想 ,所 以 IB 是 8B 的 左 理想 ,又 显然 是 B 的 
右 理 想 , 从 而 是 B 的 双 过 理想 . 因为 B 是 单 环 , 且 IB 关 0; 所 以 IB 
一 号 . 于 是 为 了 证 明 A(B)( 它 等 于 B4) 是 Homn (IT, 了 ) 的 左 理想 ,就 
只 要 对 于 任意 TEHomp(T,1),yEI,b5EB, 证 明 ; T[ (yb)1]Ee 
了 (TB 一 (8)， 

任意 取 定 KET, 设 TRY yr yET, 显然 .ra 避 持 加 法 ,并 
且 对 于 任意 bEB,yEI, 有 

TaCbYy) = (By)r = byx) = brr(y) 1], 
所 以 TkE Homs(1 ,7 了 7) 一 DD. 于 是 WY x,yET, 有 
Tiyr) = TELzrty}] 一 xa(Ty} = (Ty)zx. {10) 

也 而 YY xEIT, 有 


TIOB Ll 一 工 [Co8)z] = Ty Gr) LTyy Bx) 
= [Tol = [Ty 
因此 TLCy2D5 二 [Ty)6j 由 于 TyET, 所 以 [TyY5jLE ACB)， 
从 而 TLCyBD1]EACB)=Bi. 因此 Bi 是 Homp (7 了) 的 左 理想 .这 
就 证 明了 Bi 一 Homo(tT,) ,从 而 B 宇 Hom 门 . 
4i) 中 已 证 了 是 了 DD 上 有 限 维 右 向 量 空间 , 设 #==dimzl. 与 线性 
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代数 课程 中 讲 的 线性 变换 与 矩阵 的 关系 类 似 , 可 证 得 Homan(T ,7) 
宇 M.(D) ,其 中 六.(DD) 是 除 环 DD 上 所 有 级 矩阵 组 成 的 集合 , 它 
也 是 域 天 上 的 代数 ， 上 

定理 2.2.4 说 明 : 域 上 有 限 维 单 代数 如 同 构 于 一 个 除 环 万 
土 的 x 级 算 了 涟 组 成 的 代数 M.D) ,其 中 DD 一 Homsg(1,1),T 是 BB 的 
一 个 极 小 左 理想 ,xn 是 了 作 浆 人 上 右 和 疝 量 空间 的 维 数 . 因此 为 了 研 
究 单 代数 B 到 它 的 极 小 左 理 想 的 直 和 分 解 ,就 只 要 去 研究 矩阵 代 
数 M,CD) 到 它 的 极 小 左 理想 的 直 和 分 解 . 

定理 2.2.5 设 刀 是 除 环 ,用 M,(D) 表 示 DD 上 所 有 级 矩阵 
组 成 的 集合 , 贴 M,(CPD) 是 单 环 ; 并 且 有 

MD) = M(tD)e 由 MCD)ess 由 四 中 MM. {DD)e,; 
其 中 ej 表示 (i; 门 元 为 1 而 其 余 元 全 为 0 的 n 级 矩阵 ;每 一 个 
MD)ei 是 M.D) 的 极 小 左 理想 ,它们 彼此 同 移 ;从 而 M.CD) 的 
直 和 分 解 式 中 出 现 的 极 小 左 理想 的 数 自 等 于 矩阵 的 级 数 ”， 

证 明 抽象 代数 课程 中 已 证 明 域 fF 上 4 级 全 逢 阵 环 M,CF) 
是 单 环 ,类似 可 证 除 环 站 上 上 = 级 全 逢 阵 环 M,(D) 是 单 环 . 

任 取 了 Ed 人 (DD), 显 然 有 了 = 了 Te 十 Tes 十 … 十 Tew. 本 为 
af.(Dyes 里 的 定 阵 其 非 8 元 仅 出 现在 第 ;z 列 , 所 以 

MD)es NN { CD)ej= 0， 
中 而 MCD) =M, (Deu DM DewD…DM, (CD)e,. 每 个 M,(D) 
ei 是 M, (中 ) 的 左 理想 ,下 面 来 证 它 基 极 小 左 理想 . 

设 7 是 仿 于 MCDyes 里 的 MM.CD) 的 非 0 左 理 想 , 要 证 明 ,7 一 
ad 站 D)eh 为 此 性 取 电 E Mt{Dyes, 对 于 取 定 的 CEJ, 要 让 于 = 
有 KC 对 某 个 XE M,CD). 设 C=eyewtcaies 十 十 Cwew 站 0， 
瑟 二 her 十 hes 十 十 hwen'!: 算 阵 方程 二 二 XC 显然 有 解 ,因此 五 
EJ 从 而 了 = 二 M,CDyes, 这 就 证 明了 M《D)ei 是 极 小 左 理 想 . 

设 ;天 六 来 证 M,(Dyen 宇 MD)e;. 取 SS=eeyE MD)e,,, 因 
为 6iS 一 efease 门 一 打上 打 一 上 天 0 所 以 于 (epgs 天 0). TH 于 
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MD)eiS 是 MM.(D) 的 在 理想 ,并 且 它 会 于 M, (D)ep 于 是 从 
MD)e; 是 极 小 左 理 想 推 出 MCD)ewsS= 二 JM,(Dyey. 与 引 理 2. 2.5 
的 人 的 充分 性 的 证 明 一 样 ,得 到 M.CDye, 宇 M.(D)es. | 

推论 2.2.5 设 4 是 域 玉 上 的 有 限 维 半 单 代 数 , 记 叶 同 定理 
2.2.3, 设 D, 一 Homa (Las 上); 则 4 二 Homa (FEaDSA GD， 
其 中 mn 一 dimp, Cn), 并 且 二 在 4A 中 的 重 数 mm 等 于 
Gi=1,2,." 5). 

证 明 从 定理 2.2.3, 定 理 2.2.4 和 和 定理 2.2.5 立即 得 到 . 1 

推论 2. 2.5 回答 了 极 小 左 理想 忆 在 4 中 的 重 数 间 题 ， 


2.4 代数 闭 域 上 有 限 维 半 单 代数 的 不 可 约 横 的 维 数 


引 理 2. 2. 7(Schur 引 理 ) 设 4 是 代数 闭 域 下 上 故人 代数 , 设 
VY 是 不 可 约 左 4- 横 ,并且 下 作为 域 玉 上 的 向量 空间 是 有 限 维 的 ， 
网 Homa(V ,VT)=K * lyK. 

证 明 设 D=HomatV ,WV); 由 引 理 2.2.6 知 DD 是 除 环 .从 定 
理 2.2. 和 的 人 的 证 明 过 程 中 看 到 : 疡 是 域 居 上 的 向 量 空间 ,并 和 且 
DCHomxV ,V). 由 于 六 是 让 上 有 搬 维 向 量 空 间 ,所 以 了 imr 万 所 
《dimx 六 3- 

既然 局 是 域 尺 上 有 限 维 向 量 空间 ;因此 , 任 取 dED, 必 存在 
一 个 正 整数 =- 使 得 

d" = Roly + Rd 二 二 kd!, 
也 就 是 存在 一 个 非 零 的 首 一 名 项 式 f(z)EKLzxj] 使 得 Ad 一 0， 
因为 下 是 代数 封闭 域 ,所 以 在 在 所 ,bo，…,b. 全 KK 使 得 
FT) = Cr BT Oo ho) ob,). 

用 dd 代入 得 0 一 fd) 一 (4 一 B17 CA 一 Belv)"r(d 一 了 1v). 因为 万 
是 除 环 , 它 没有 零 因 子 ; 所 以 由 上 式 得 ; 必 有 茶 个 4 一 blr 二 0, 从 而 
4 一 六 lv 因此 PCK + 1rv. 又 显然 有 天，1r 避 万 ,因此 万 一 下 。1r 兰 
大 ,这 里 的 同 构 是 环 同 构 ,也 是 代数 辣 构 ， 1 

Schur 引 理 说 明 : 在 引 理 的 条 忻 下 ,了 二 Homa(V ,WV) 是 VV 的 
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数 绞 变换 的 全 体 , 因 而 它 与 域 下 同 构 , 于 晨 DD 成 为 域 . 

在 第 四 章 34 中 将 看 到 ;Schur 引 理 中 和 条件“ 天 是 代数 封闭 
域 "可 以 换 成 "天 是 代数 4 的 分 裂 域 并 且 4 是 有 限 维 的 ”, 结 论 仍 
然 成 立 . 

推论 2.2.6 设 4 是 代数 闭 域 到 上 有 限 维 半 单 代 数 ,记号 同 
推论 2.2,5,; 则 DD 全 下 ,从 而 4 六 于 (KE) ,其 中 天 一 dimx 人 CE): 并 
且 Zz 在 如 中 的 重 数 mm 等 于 dimx CD) yi 一 12 5 

证 明 由 推论 2.2.5 和 引 理 2.2.7 立即 得 到 . 

从 推论 2. 2. 6 知道 ;车 4 是 代数 闭 域 坟 上 的 有 限 维 半 单 代 
数 , 则 性 一 不 可 约 左 4- 模 M 作为 域 玉 上 向 量 空 间 药 维 数 等 于 4 
的 直 和 分 解 式 中 出 现 的 某 个 极 小 左 理 想 Ln( 它 与 哮 同 构 ) 在 4 中 
的 重 数 . 这 就 回答 了 3$ 2.2 中 提出 的 第 三 个 问题 . 进一步 间 ; 维 数 


满足 什么 样 的 关系 式 ? 
定理 2.2.6 条 件 同 推论 2.2.6. 则 
dimrx4 一 之 (dimx (La 7)2. 《11》 


证 明 由 定理 2. 2. 3 知道 
及 二 Al 人 BAD BA,, 

于 是 dimxA = 二 》 dimA;. 由 推论 2. 2. 6 知道 ;41 尘 M, ( 玉 K) ,其 中 
rn; 二 dimx CL) ;所 以 dimxAj 一 ni 一 (dimx(L0)):. 1 上 

关系 式 C11) 给 出 了 不 可 约 左 4- 模 的 维 数 的 一 个 重要 限制 ， 
即 ,代数 闲 域 下 上 的 有 限 维 半 单 代数 4 的 所 有 不 同 构 的 不 可 约 左 
4- 模 的 维 数 的 平方 和 正好 等 于 4 的 维 数 . 

由 于 Schur 引 理 的 条 件 可 以 减弱 ,因此 推论 2. 2.6 和 定理 
2. 2,6 的 条 件 “ 天 是 代数 闭 域 "可 减弱 成 “KK 是 代数 4 的 分 裂 域 ”， 
结论 仍然 成 立 - 

注 定理 2. 2.4 的 证 明 中 我 们 指出 了 BCHomp CI, 了 ,并 且 
证 明了 B=Hompd, 门 .一 般 情形 , 设 是 一 个 环 ,M 是 左 R- 模 ， 
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令 Rei; 二 {ri|r 全 民 }) ,其 中 下; 了 rerziyzre 邮 , 则 R 是 EndCad， 
十 ) 的 子 环 , 设 DD 一 Homa(M,M) ,对 于 dED,xEM, 把 x 在 4 下 
的 像 写 成 za, 则 成 为 右 万 - 模 , 易 证 RCHomoCM,MD). 如 果 R, 
一 HomoCA ,af) ,那么 称 (RR, 1) 具有 观 中 心 化 性 质 . 


可 题 2.2 


1. 设 A 是 一 个 环 , 如 果 MM 是 A 上 的 完全 可 约 左 模 , 则 2M 的 
每 一 个 子 模 和 每 "个 同 态 象 是 完全 可 约 的 . 

2. 如 果 本 是 环 4 上 的 完全 可 约 左 模 并 且 M 了 (0), 则 LY 包 
会 一 个 不 可 约 子 模 . 

(提示; 到 MY 中 一 个 非 零 元 m. 据 Zorn 引 理 ,存在 好 的 一 个 
子 模 N, 其 具有 性 质 , 和 各 六 的 最 大 子 模 . 设 M=NON'. 如 果 六 
是 可 约 的 , 则 由 于 NN' 是 完全 可 约 模 M4 的 子 模 ,从 而 存在 好 的 非 
零 子 模 Nis Ns, 使 得 N'= NODN:. 注意 (NDN) 站 (NODN;) 一 
和 ,由 此 可 得 出 矛盾 . 》 

3. 证 明 下 列 命题 等 价 ,其 中 M 是 环 4 上 的 左 横 . 

(io af 是 完全 可 约 的 ; 

ii) af 是 不 可 约 子 模 的 直 和 ; 

《ii MM 是 不 可 约 子 模 的 和 . 

(提示 ; 0) 过 Ci). 考 虚 由 并 的 不 可 约 子 模 的 集合 组 成 的 族 ， 
其 中 每 个 集合 里 的 不 可 约 子 模 的 和 是 走 和 . 据 Zorn 引 理 ,这 个 族 
有 极 太 元 素 {Ni}. 设 入 二 中 N;, 并 且 设 邓 一 六 中 六 如 果 N' 郑 
(0), 则 NW' 包 含 一 个 不 可 约 子 模 工 ,由 此 去 推出 矛盾 .》) 

4. 设 M 是 环 A 上 的 左 模 . 称 1 满足 升 链 素 件 ( 简 记 作 虹 满 
是 A.C.C. ) ,如果 它 的 每 一 条 子 模 的 升 链 仅 包含 有 限 多 个 不 同 的 
子 模 ; 称 M 满足 降 链 条 件 ( 简 记 作 对 满足 D.C.C.), 如 果 它 的 每 
一 条 子 模 的 降 链 仅 包 含有 限 多 个 水 同 的 子 模 . 环 4 称 为 左 
Noether 环 ,如 果 左 正则 4- 模 4 满足 A.C.C. 环 4 称 为 在 Artin 
环 ,如 果 左 正则 4- 模 4 满足 D.C.C. 
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设 好 是 完全 可 约 的 左 4- 模 ,证 明 :; 计 满足 A.C.C. 当 且 仅 当 
村 满足 D.C.C.. 

$5. 设 环 4 上 的 左 模 1 注 足 A,C.C. 或 者 D.C.C., 则 M 几 是 
完全 可 约 的 当 且 仅 当 可 是 有 限 多 个 不 可 约 子 模 的 直 和 . 

§. 证 明 ; 对 于 性 音 除 环 品 和 尾 一 正 整 数 n, 都 有 号 上 的 nw 级 
全 挂 阵 环 MDD) 是 单 环 ， 

7. 设 (p,V) 和 (yg,W) 是 群 避 的 两 个 不 可 约 KK- 青 示 ,; 其 中 天 
是 代数 封闭 域 . 设 o 是 域 下 上 有 限 维 向量 空间 六 到 邢 的 线性 映 
射 并 且 满 足 上 Cg)o 一 optg) 9 EEC 证明， 

ti) 若 p 和 上 中 不 等 价 , 则 一 0 

(ii) 车 VY=W 并 且 呈 少 则 一 tr, 对 某 个 天 入 天. 

8. 设 tpyV) 和 yy,W) 是 有 限 群 G 的 两 个 不 可 约 复 表示 ; 设 o 
是 有 限 维 复 向 量 空间 人 VF 到 分 的 任 一 线性 映射 , 令 5 一 
IGI- ‘Za)opg) !, 证 明 ， | 

Gy 若 g 与 不 等 价 ， 则 一 0 

(ii 车 VW 并 县 pg=y， 出 &， ly, 其 中 必 一 下 入 ,这 里 


tro 表示 线性 变换 5 的 迹 . 

9. 设 钙 和 更 是 群 G 在 域 玉 上 的 两 个 不 可 约 惩 阵 表 示 ,次 数 
分 别 为 站 和 =” 设 骨 是 域 玉 上 的 普 xXa 和 矩阵 使 得 (84 一 
4 更 (gE)VY gEG. 则 或 者 人 A 二 0; 或 者 Gi) m= 二 =n 并且 A 是 可 道 
和 给 阵 . 

10. 设 惠 是 群 G 在 代数 闭 域 及 上 的 mm 次 不 可 约 矩 阵 表 示 , 设 
有 1 是 域 K 上 mm 级 矩阵 使 得 Btg)A4A 一 AB(Cg),Y gEG. 则 有 4 是 数 
量 矩阵， 


$ 3 有限 群 的 不 可 约 表示 ( 半 单 的 情形 ) 


本 节 讨 论 有 限 群 G 在 特征 不 能 整除 1G| 的 域 上 的 不 可 约 
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表示 - 据 Maschke 定理 ,G 的 正则 表示 是 完全 可 约 的 - 从 而 群 代数 
KEO] 的 左 正则 柜 是 完全 可 约 的 . 据 命题 2. 2. 1 得 , 群 代数 天 [G] 
是 闪 单 的 ,并 且 英 维 数 等 于 1G1|. 因此 82 的 结果 可 以 应 用 到 天 PFC] 
上 . 

把 定理 2. 2, 1 应 用 到 群 代数 及 [G 上 立即 得 到 : 

定理 2.3.1 设 如 是 有 限 群 , 设 域 天 的 特征 不 能 整除 |C| , 则 
G 的 每 一 个 不 可 约 玉 - 表 示 等 价 于 C 的 正则 天 -表示 的 直 和 分 解 式 
中 前 某 一 个 不 可 约 表 示 ， 1 

把 定理 2. 2.3 应 用 到 群 代 数 玉 FCJ 上 立即 得 到 : 

定理 2. 3.2 有 限 群 和 在 特征 不 能 整除 1C1 的 域 玉 上 的 所 有 
不 等 价 的 不 可 约 天 -表示 的 数目 等 于 群 代数 站 LG] 的 中 心 本 原 条 
等 元 的 数 日 . | 

据 推论 2. 2.4 得 到 : 设 G 是 有 限 群 ,天 是 特征 不 能 整除 1G | 的 
域 , 设 是 5 的 正则 天 - 农 示 的 直 和 分 解 式 中 出现 的 一 个 不 可 
约 表 示 , 则 在 这 个 直 和 分 解 式 中 出 现 的 与 8 等 价 的 不 可 约 表示 的 
数目 由 唯一 决定 ,与 分 解 式 无 关 , 这 个 数目 称 为 g 在 p 中 的 重 
数 . 

设 GE 是 有 限 群 ,六 是 特征 不 能 整除 |G1 的 域 . 设 天 [GJ] 到 它 的 
极 小 左 理想 的 一 个 直 和 分 解 式 为 

KLGI= BBL BBB"DIn, (1) 

其 中 Lj 宇 当 县 仅 当 i= 不. 令 


A=L 人 DBD i= 1,2,,5. (2) 
据 定理 2. 2. 3 得 
K[G1]= ABA DPA,, {3) 
其 中 每 一 个 4; 是 KK[LG ] 的 极 小 双边 理想 ,并 且 A 是 单 环 . 设 
1 一 四 十 er 十 十 Bi <4) 


其 中 eA 则 tey,ess' ye;} 是 下 [Gj] 的 全 部 中 心 本 原 短 
等 元 ,并且 A:=KELG Jerwt=1 $8 设 
67 


D. 一 Hom, Ch ;Ln), C5) 
据 推 论 2. 2. 5 得 
A; 二 Hom,;, Cas ba) M.D.) 9 (67 
其 中 n= dimp, (并且 二 在 下 [GJ 中 的 重 数 mi 等 于 ,于 是 由 
Ln 提供 的 避 的 不 可 约 表 示 在 G 的 正则 表示 中 的 重 数 等 于 
dims (Ln). 
由 定理 2. 2, 6 立即 得 到 
定理 2.3.3 设 G 是 有 限 群 ;KK 是 特征 不 能 整除 |G1 的 代数 
闲 域 . 设 :pp ,… ,8B 是 局 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 天 -表示 ,并 且 设 
gg 的 次 数 为 nC 二 1,2,… ,53) ;网 


IGl= Dn 1 (7) 


《7) 式 给 出 了 有 限 群 G 在 特征 不 能 整除 1C1 的 代数 闭 域 上 上 的 
不 可 约 表 示 的 次 数 的 一 个 重要 限制 , G 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 表 
示 的 次 数 的 平方 和 正好 等 于 的 阶 ， 

定理 2.3. 3 中 的 条 件 “KK 是 代数 封闭 域 " 可 以 减 细 ,我 们 在 下 
面 的 定理 2.3.6 的 (ii) 中 将 给 出 如 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 表 示 的 
次 数 的 平方 和 等 于 e 的 阶 的 充分 必要 条 件 . 

现在 我 们 进一步 讨论 有 上限 群 G 在 特征 不 能 整除 1G1 的 域 玉 
上 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 表 示 的 数目 与 群 G 本 身 的 性 质 有 什么 
关系 ? 

定理 2.3.4 有 限 群 如 在 特征 不 能 整除 |G| 的 域 反 上 上 所 有 不 
等 价 的 不 可 约 表 未 的 数目 * 不 超过 Ce 的 共 轿 元 素 类 的 数目 7. 

证 明 设 群 代数 天 [GJ] 齐 它 的 极 小 左 理想 的 一 个 直 和 分 解 式 
为 ,并且 下 [GJ] 到 极 小 双边 理想 的 直 和 各 分 解 式 为 (3), 其 中 4;= 
KK[Gjernyi=112,-… ys5 {ererr "es} 是 下 [GG 的 全 部 中 心 本 原 短 等 
元 . 在 定理 2. 2.3 的 ki 的 证 明 过 程 中 已 证 44 一 (0D) 当 ;天 从 
而 容易 验证 有 

ZK[GD = ZA4) 四 QZ04 四 … DB ZA,). (8) 
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令 六 一 Homa Cas Tn) 记 有 一 dima (Lana). 由 《6) 式 得 
ZAD) 兰 ZCM DYN) 26D,). (9) 
在 定理 2. 2.4 欧 人 中 已 证 (&1)rED,, 于 是 可 考虑 天 到 DD, 的 映 
射 : mE1)g. 容易 看 出 此 映射 保持 加 法 ,保持 乘法 ,所 以 它 是 环 
同 态 - 容易 着 出 这 个 同 态 的 核 等 于 {0})， 因此 此 映射 是 单 射 , 还 可 看 
出 此 映射 是 域 玉 上 向 量 空间 天 到 疡 的 同 态 ,因此 它 是 域 玉 上代 
数 天 到 DD; 的 同 态 , 从 而 可 把 下 懈 入 到 D; 中 ,把 下 视 为 D; 的 子 
代数 . 显然 KC 己 ZCD). 于 是 从 (C8) 和 9) 得 到 
ZK[GD 2D) 二 … 十 ZCD)DDKET-… 十 下. (10) 
本 
因此 dimx2Z (KEG]) 2s. 
下 面 来 求 ZCKELG]) 的 一 个 玉 - 基 . 
因为 群 代数 天 [G] 的 一 个 玉 - 基 是 群 台 的 全 部 元 素 , 所 以 
a €E Z(K[G])g og 一 4 对 一 切 g EC. 
设 < 一 4kx, 其 中 起 EK. 则 


gag 一 kg 有 haw!y 一 Da ke : 
于 是 aeZ(KLG]) 当 目 仅 当 
erg! Rs VRITEG. 11) 
《11) 式 意味 着 a 的 表达 式 人 中 的 系数 扣 作为 z 的 函数 在 局 
的 每 一 个 共 办 元 素 关上 取 常 数值， 
设 CCs,…… ,是 避 的 全 部 共 因 元素 类 , 今 


Cc, = Sz, 1 Oo ls 


上 反感 
称 Cs 六 局 的 类 和 . 由 上 述 鱼 果 知 :Ci 世 ZKE[G]D i= 12 rr 在 
每 个 共 辑 类 C: 里 取 一 个 代表 元 素 x;, 则 

a = Yr ERKLG)< >a 一 3 Ci 


这 说 明 C1l4tas”" ty 是 ZiK[G D0) 的 一 组 生成 元 . 又 显然 CirCas "rer 
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是 天 -线性 无 基 的 ， 因此 csczr*" sc; 是 (KK[G]) 的 一 个 玉 - 基 . 从 
而 


r=dimZ(K[G) 站 

定理 2.3.5 设 避 是 有 限 群 ,KK 是 特征 不 能 整除 1G1 的 域 . 沿 
用 本 节 开 头 的 记号 .如果 妃 宇 KK ,i 二 1,2,…,s, 则 避 的 所 有 不 等 价 
的 不 可 约 天 表示 葛 数 目 等 于 G 的 共 罗 类 的 数目 . (注意 ;反之 不 成 
立 , 例 子 可 见 本 节 习 题 第 5 题 , 并 县 利 用 下 面 的 定理 2. 3.6 的 (ii) 
的 结果 , ) 

证 明 如果 对 每 个 7 都 有 万 储 六 , 则 定理 2. 3.4 的 证 明 过 程 
中 (9) 式 变 成 

Z(4) ZOM, DN) TZM, KI) TK. 
从 而 由 (8) 式 得 
ZKR[GD KEK-…+K. 

因此 dimxz (KK[GD 二 s. 又 从 定理 2. 3.4 证 明 的 后 半 部 分 知道 
dimx2Z (KK[G])=r ;所 以 s=r ,其 中 7 是 避 的 共 蜀 类 的 数目 ,这 里 
顺便 指出 ;此 时 , 玉 [GJ 的 全 部 中 心 本 原 害 等 元 1ey ,es，…,e,} 也 是 
ZCKCG]) 的 一 个 民 - 基 ,这 基因 为 两 个 不 相等 的 中 心 本 原 虹 等 元 
必 正 交 , 从 而 易 推出 e1; ez;…;e, 是 下 -线性 无 关 的 ,又 由 于 
dimxZ(K[G])==s ,所 以 eyyezs… se, 是 ZCK[GD]) 的 一 个 下 - 基 . | 

推论 2.3.1 有 限 群 如 在 特征 不 能 整除 1G| 的 代数 闭 域 玉 上 
的 订 有 不 等 价 的 不 可 约 表示 的 数目 等 于 G 的 共 斩 类 的 数目 . 

证 明 据 推论 2. 2. 6 知 ,D: 宇 KK,i 二 1,2,*…,s. 然后 由 定理 
2. 3.5 立即 得 到 结论 . 1 

”现在 我 们 来 讨论 有 限 群 G 在 特征 不 能 整除 |G| 的 域 久 上 的 

不 可 约 表示 的 次 数 问题 . 

定理 2.3.6 设 G 是 有 限 群 ,KX 是 特征 不 能 整除 1G1 的 域 . 记 
号 同 定 理 2. 3. 5. 令 DD 一 Homa Et,Ea， 设 于 一 dimozn 设 工 : 提 
供 的 妇 的 不 可 约 表 未 妇 的 次 数 为 5 和 在 正则 表示 p 中 的 重 数 为 
ma 则 
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(人 w= nds—mdimxD;, 并 有 1G| = Sion 


Ci) 1G1 < 了 8, 并且 等 屿 成 立 当 且 仅 当 玉兰 天 对 一 切 
(1Sis) :此 时 只 在 正则 表示 中 的 重 数 等 于 的 次 数 ,i 一 1,2， 


证 明 (i) 撒 定 理 2. 2.4 知 ,dimxLn 二 (dimxD;) (dimpLn). 
从 而 二 =ni(dimxD;). 据 推 论 2.2.5 缉 , 世 在 下 LG] 中 的 恒 数 jx; 等 
于 ny 因此 ,= 二 zm (dimxDi) 人 一 1,2， ,5). 

由 于 五 ;是 久 [G] 的 左 理 想 , 从 而 是 左 天 [G]- 模 . 由 于 域 及 上 
代数 天 [G] 的 左 模具 有 域 玉 上 向 量 空间 的 结构 ,并 且 模 同 构 也 具 
有 向 量 空 间 间 构 的 性 质 , 因 此 dimxLij=dimxrLayi 二 1,2,"*y53j 二 
112er gm, 于 是 从 位 ) 式 得 


iG| = > ml. 
Gi) 把 m= 万 代入 上 式 得 


I61 = 2 ms < 
显然 ,等 号 成 立 当 上 且 仅 当 也 储 开 对 一 切 区 Lisss， | 

下 面 我 们 来 求 几 个 群 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 到 -表示 . 

例 2.3.1 求 对 称 群 S, 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 天 -表示 ,其 中 
域 天 的 特征 不 能 整除 6. 

解 ” 据 例 1.2.1 抒 ,3 恰 有 两 个 1 次 天 -表示 : 和 和 旨 , 其 中 
镶 是 主 表 示 ! 郧 把 偶 置 换 映 到 1 ,把 奇 置 换 贞 到 一 1， 

S$S; 的 共 狗 类 有 3 个 ; 140310), {C12), (13), (23)), {(123》， 
《132)}. 据 定理 2. 3.4,S; 的 不 等 价 的 不 可 约 天 -表示 的 数目 s<3. 
据 定 理 2. 3.6 得 :S$ 有 一 个 大 于 1 次 的 不 可 约 天 -表示 旬 - 据 命题 
1. 3.2 知 ,S; 有 一 个 2 次 不 可 约 到 -表示 , 它 是 由 5; 的 3 次 置换 才 
示 务 解 得 到 的 : 设 昌 = (ayryzs) ss 在 中 上 有 一 个 自然 作用 ， 
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f° zi 二 Tnxn 1 二 1,2,3. 这 个 作用 引起 5S， 在 域 玉 上 的 3 次 园 换 表 
示 , 记 作 (2,V) ,其 中 


V= {Sarla € K, i= 1,2,3). 
tm l 


令 VW = (zs {Dar| Da = 0). 则 V=V,BVz. 9 在 
S: 不 变 子 空间 VW 上 的 子 表示 9g 就 是 5; 的 2 次 不 可 约 表示 . 在 T， 
中 取 一 个 基 ;e 二 zj 一 zx2.8s 二 1 一 xX. 因为 


Pl2)e = Ts 一 了 一 一 起 多 (is 一 .73 Ta 一 一 EI 十 Esy 


所 以 
. 加 1 一 | 
D12} 一 + 
0 1 


因为 gol123)e 二 寺 ; 一 工 4 二 —El 才 Es :和 (123)8s = Xs 一 XI 一 一 El :所 以 


一 1 一 1 
$123) 一 | |. 
1 0 


因为 S$: 由 《12).(123) 生 成 ,所 以 5, 的 其 余 元 素 在 矩阵 表示 $s 下 
的 像 易 求 出 . 

由 上 述 知 :S; 怡 有 3 个 不 等 价 的 不 可 约 天 -表示 :名 ,中 和 网. 

例 2.3.2 求 10 阶 二 面体 群 DP; 二 (a,$1la’ 一 玉 二 1,bab 一 
a 2 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 实 表示 . 

解 ” 革 为 |Ds/iay1 一 2, 所 以 ta) 二 De ,其 中 D:' 是 D; 的 换 位 
子 群 . 因为 a =aa 一 aba 51E Ds ;所 以 (qa?}yCDs .因为 (a) 一 
(aa 所 以 Ds' 一 ta). 从 而 Ds 有 两 个 1 次 实 表 示 , 它 是 由 商 群 
Dsit&) 的 1 次 实 表示 提升 得 到 ;一 个 是 D; 的 主 表示 名, 另 一 个 记 
作 和: 陪 集 a) 中 每 个 元 素 在 下 的 像 为 1, 陪 集 54a) 中 每 个 元 素 
在 m 下 的 像 为 一 1. 

易 看 出 Cp, (a) 一 4a) ,因此 ar 所 在 的 共 力 类 里 元 素 的 数目 为 
2. 易 看 出 Cn (8) 二 46) ,因此 6 所 在 的 共 轿 类 里 元 素 的 数目 为 5. 
从 而 易 求 出 D; 有 4 个 共 辑 类 :11)1asaet [az ay {6b,baba’， 
ba* ;ba!}. 因此 Ds 的 不 等 价 的 不 可 约 实 表示 的 数目 ;所 4. 

了 了 


内 为 DD 与 正 五 边 形 的 对 称 群 G 向 构 , 所 以 我 们 可 利用 几何 
意义 来 求 D; 的 一 个 2 次 不 可 约 实 表示 . 设 a 表示 平面 上 绕 正 五 过 
形 4BCDE 的 中 心 O 转角 为 衬 的 旋转 , 8 表示 平面 上 关于 直线 
O4 的 反射 . 设 P, 到 的 同 构 映 射 8 把 a 上映 成 a, 把 5 映 成 2. 把 平 
面 上 以 口 为 起 点 的 所 有 向 量 组 成 的 实 向 量 空间 记 作 ,最 然 侣 过 
GL(WV). 因 此 gg 就 是 DD; 的 一 个 2 次 实 表 示 , 并 且 是 忠实 的 . 又 由 于 
Ds: 是 非 abel 群 , 据 例 1.3.4 得 9 是 不 可 约 的 . 把 这 个 多 记 成 多. 

利用 了, 的 自 同 构 gc， ca Fe yb6mrpap ranBOsSi<sSd4OS7 
夺 ]1) 与 够 的 合成 可 得 到 Ps 的 一 个 2 次 实 表示 P3. 据 命题 1. 3.3 
知 :Pp3 也 不 可 约 . 为 了 说 明 gi 与 多 不 等 价 ,我 们 在 站 中 取 - -个 基 
向 :使 得 [O;21,és] 为 平面 的 直角 华 标 系 ,其 中 局 为 OA 方向 的 单 
位 向 量 . 在 此 基 下 ,名 提供 的 矩阵 表示 B, 为 


cos 2 一 sin 2 
5 35 1 0 
Bla) 一 ， 5) = | | 
sin 经 cos 2 0 一 1 
5 加 
?7 提供 的 矩阵 表示 骂 为 
[cos A _ sin 业 
5 5 有 | 
Bela) 一 ， G8) 一 | | 
Sin 一 COS 全 0 一 | 
5 5 


假如 B; 与 哎 等 价 , 则 存在 一 个 本道 矩阵 于 二 Cri) 使 得 (8) 一 
RDIR,Y 8ED:. 取 g==5, 可 推出 Il2 一 2t 一 站 再 取 号 一 眶 可 


推出 zucos 知 一 zucos 等 ,由 此 得 出 zu 一 0, 这 与 区 是 可 道 矩 阵 
矛盾 . 因此 多, 与 9% 不 等 价 ,从 而 名 与 4 不 等 价 . 


由 上 述 知 : Ds 恰 有 4 个 不 等 价 的 不 可 约 实 表示 : ph, 名 ， 


本 


Pa 
例 2.3.3 求 对 称 群 5S, 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 实 表示 . 
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”和 解 据 例 1.2.1 知 ,S, 恰 有 两 个 1 次 实 表 示 : 主 表示 和 和 1 
次 表示 外, 把 偶 置 换 瞻 成 1 ,把 奇 置换 映 成 一 1. 

S54 的 共 轿 类 有 5 个 ,其 代表 元 过 为 : C1), (12), (122 (34)， 
C123), 《1234), 于 是 5, 的 不 等 价 的 不 可 约 实 表示 的 数目 * 委 5. 又 
据 定理 2. 3.6 知 :s 半 2, 

据 命题 1. 3.2 知 ;S, 有 一 个 3 次 不 可 约 实 表示 , 它 是 由 5, 的 
4 次 置换 表示 分 解 得 到 的 . 设 昌 = {zyxsy TyT4); 令 六 二 


{ Don aE Rsi=1,2,.,4) ;Y= | > oz Zai 一 0 .9， 在 总 
上 的 自然 作用 引起 的 4 次 管 换 表示 在 不 变 于 空间 VY 上 的 限制 
就 是 5S, 的 一 个 3 次 不 可 约 实 表示 , 记 作 各 在 V; 中 取 一 个 基 :m 
一 2 一 zs 一 2 因为 

FIT Ta) = Te Ts 

Pl Ts Oo TX) = FT) CO— i 

HID x 一 了 = x — Ts 
所 以 名 (12) 在 此 基 下 的 矩阵 为 


0 1 0 
B12} = |1 0 | 
Qo 0 1 
因为 
PLZ234) CT 一 X10) = as Oo rT 十 (ri Ti)， 
PAl1234) {rs 一 T= Ti =r) 十 (x 
BI234) (xs 一 了 =r =x) 


所 以 B&(1234) 在 上 述 基 下 的 矩阵 为 


| 0 1 0 
因为 5S, 由 (12);(1234) 生 成 ,所 以 5 的 其 余 元 素 在 矩阵 表示 到 
下 的 像 易 求 出 ， 
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一 一 1 —1 
宣 :(12341) 一 1 0 口上 


现在 我 们 利用 几何 意义 来 求 5; 的 一 个 3 次 不 可 约 实 表示 .在 

3 维 几 人 悟空 间 中 ,保持 一 个 正方 体 4BCD-A4'B'C'D' 不 变 的 所 有 族 
转 组 成 的 群 如 称 为 这 个 正方 体 的 旋转 对 称 群 . 绕 正方 体 的 上 下 底 
面 中 心 连 线 旋转 /2 的 旋转 记 作 m , 绕 前 后 两 个 侧面 的 中 心 连 线 
转角 为 /2 的 旋转 记 作 a;, 绕 左右 两 个 侧面 的 中 心 连 线 旋转 r72 
的 旋转 记 作 %; 显 然 对 = 二 w= 二 1, 其 中 1 表示 恒 等 变换 . 绕 正 方 
蛋 主 对 贡 线 4C ,BD' ,CA' ,DB' 的 每 一 条 转角 为 2r73 的 旋转 分 
别 记 和 作 BB Pas Bs 易 看 出 它们 均 属 于 避 , 并 是 房 =1, 1 所 3z 扫 4. 
绕 正 方 体 对 梭 中 点 连 线 的 每 一 根 转角 为 x 的 旋转 YEG,1SiS6. 
于 是 GG 共有 24 个 元 素 .由 于 避 保 持 这 个 正方 体 不 变 ,所 以 G 作用 
在 由 四 条 主 对 角 线 组 成 的 集合 吕 上 ,于 是 和 到 吕 的 全 恋 换 群 9a 
‘ 评 即 54, 当 AC'、BD' ,CA' ,DB' 分 别 用 1、,2,3.4 表示 时 ) 有 一 个 
司 态 ,显然 这 个 同 态 的 核 仅 由 5G 的 单位 元 素 组 成 ,及 |G| 二 1S,1， 
所 以 G 衬 Si. 设 Y 是 以 正方 体 的 中 心 O 为 起 点 的 所 有 3 维 向 其 组 
成 的 实 向 量 空间 , 则 G 是 GLCOV) 的 于 群 ,从 而 5S, 到 5G 的 同 构 喘 射 
多 就 是 Ss 的 一 个 3 次 实 表 示 . 容易 看 出 : 

Pio) = (1234), lila) = (1342), 区 Ta) = (1324), 
EBD = C243), FIP) = (143), 1A) = (142), 
p(B = (132), $7) = (13), j= (24), 
7 = (12), 1 = (34), fs) = (14), 
W107) = (23). 

在 空间 中 建立 肖 角 坐标 系 [O;64,64564] 2; 分别 是 O 到 前 侧 
面 A4'B'B 的 中 心 . 右 柚 面 BB'C'C 的 中 心 ,上 席 面 ABCD 的 中 
心 连 线 方向 上 的 单位 向 量 . 于 是 名,2s6s 是 VV 的 一 个 基 , 在 此 基 
下 沙 提 殿 的 给 阵 表示 亚 为 ; 


0 0 1 0 一 1 0 
2) = 0 一 1 0， 更 (41234) = |1 0 0|. 
1 0 0 0 0 1 


其 中 02)=7Y, 是 绕 对 和 著 48B 与 DC' 的 中 点 连 线 转 衣 为 7 的 旋 
?5 


转 . 由 于 3 一 《(12)，(1234))》， 所 以 54 的 其 余 元 喜 企 理 下 的 像 易 
求 出 . 假如 消 可 约 , 则 V 有 一 个 1 维 的 9 不 变 子 空间 , 即 Y 中 存 
在 一 个 从 量 :, 它 在 正方 体 的 旋转 对 称 群 G 的 每 个 元 喜 作 用 下 均 
变 成 上 的 倍数 5 即 与 s 同 向 或 反 向 ), 显 然 这 样 的 向 量 不 存在 ,因此 
乡 不 可 约 , 把 当 记 作为. 

我 们 来 说 明 旬 与 外 不 等 价 ; 从 它们 的 上 定 阵 表示 可 看 出 ， 
有 :(12) 的 六 为 一 1, 本 (12 的 迹 为 1; 因 此 人鱼 ,(12) 与 年,(12) 不 相 
侦 , 从 而 末 与 更 不 等 价 , 所 以 外 与 网 不 等 价 . 

由 于 1 十 1 十 苦 十 3 一 20<1S,|, 据 证 理 2.3.6 知 ,5, 还 有 一 
个 不 可 约 实 表示 ,现在 我 们 来 找 这 个 不 可 约 表 示 . 93, 有 一 个 正规 
子 群 NN 一 01) ,(12) (34), (13) (24), (14) (23)}. S; 可 看 成 是 5 
的 子 群 .显然 Si 门 N 一 {C01)}. 因为 |NSi| 一 24 一 S|; 所 以 54 一 
MSs: 即 S, 是 NN 与 S$; 的 半 埋 积 .从 而 Si/N 汪 Ss. SA 的 元 素 为 : 
NI2IN, (3)N, (23)N, (123)N, (132)N.SAAN 到 8; 的 同 构 
映射 分 别 把 NN ;, (12)N 英 或 (1),(12) 等 等 . 因为 S$, 有 一 个 2 次 不 
可 约 实 表示 ,所 以 Sy/N 有 一 个 2 次 不 可 约 实 表示 , 它 的 提升 是 S,， 
的 2 次 不 可 约 实 表 示 , 记 作 mm. 利用 情 2. 3. 1 中 5。 的 不 可 约 2 次 
表示 的 结果 可 得 到 : 陪 集 (12)N 里 每 个 元 察 在 B, 下 的 像 为 


[- 1 下 |， 
0 11 
陪 集 (123)N 里 每 个 元 束 在 本 下 的 像 为 
[1 
1 0 


等 等 . 
由 上 述 得 ,S, 怡 有 5 个 不 等 价 的 不 可 约 实 过 示 , 它 们 是 ; 名 ， 
CE 
例 2.3.4 求 3 阶 循环 群 G= (a}) 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 实 
表示. 
解 ” 先 求 G 的 1 次 实 表 示 . 设 P85 是 G 的 1 次 实 表示 ,因为 a? 
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一 1 所 以 1 一 pa) 一 gLa)': 即 VCe) 是 3 次 单位 根 . 因为 考虑 的 是 
实数 域 , 所 以 ga) 二 1, 从 而 aD 二 1,0<&12. 这 说 明 忆 的 1 次 实 
表示 只 有 一 个 : 主 表示 Q. 
因为 15< 1G|, 所 以 G 应 当 有 次 数 大 于 1 的 不 可 约 实 表示 我 
们 从 群 代数 R[G] 上 的 左 正则 模 RLGj] 的 直 和 分 解 来 寻找 G 的 次 数 
大 于 1 的 不 可 约 实 表示 - 令 
位 一 人 十 a 十 ay Vs 一 1 Sea | Dk = 0}. 


易 验 证 VY 和 Ts 是 C 不 变 子 空间 ,从 而 它们 是 在 正 则 灵 LC] 模 的 子 
模 . 易 验 证 RLGj]= 访 旬 W. 显然 作为 域 尽 上 向 量 空 间 的 维 数 是 
1, 它 提供 的 G 的 表示 就 是 主 表示 H. Vi 的 锥 数 是 2 ,显然 1 一 <, 一 
对 是 的 一 个 基 . 很 如 下 有 一 个 非 平凡 的 子 模 忆 ,由 于 实数 域 如 
上 的 群 代数 RLG] 是 半音 的 ,因此 左 RLGJ- 模 VV, 是 完全 可 约 的 ,从 
而 存在 子 模 UU' 使 得 VV 一 U 昌 0". 显然 立 和 忆 都 是 1 维 的 .于 是 
R[G] 二 VBUBU'. 这 说 明 枉 一 不 可 约 居 G] 模 帮 是 1 维 的 , 即 G 
的 任 一 不 可 约 实 表示 都 是 1 次 的 ,矛盾 . 所 以 Ys 是 不 可 约 的 .Ya 提 
供 的 G 的 表示 @ 就 是 GG 的 2 次 不 可 约 实 表示 , 它 在 VY; 的 基 1-ea 
1 一 &2 下 提供 的 矩阵 表 水 多 为 : 
wo -| i 中 mr) =| ? i 
1 0 一 1 .-1| 

国 为 RIG|=V,DY;, 并 且 TY: 都 是 不 可 侈 子 模 , 所 以 C 恰 
有 两 个 不 可 约 实 表示 ,它们 是 p19. 

例 2.3.4 中 3 阶 循环 群 台 的 不 等 价 的 不 可 约 实 表示 的 救 目 
小 于 的 共 罗 类 的 数目 :并 且 所 有 不 等 价 的 不 可 约 实 表示 的 次 数 
的 平方 和 1 十 2 大于 GG 的 阶 . 

例 2.3.5 设 域 玉 的 特征 为 3, 求 3 阶 循环 群 避 = (ay 的 所 有 
不 等 价 的 不 可 约 KK- 宸 示 . 

解 ” 因 为 域外 的 特征 整除 1G|, 所 以 天 不 包含 本 原 3 次 单位 
根 . 从 而 的 1 次 天- 表示 只 有 主 表 示 多 ,因为 字 的 指数 可 盖 3, 并 
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且 charKK 一 p 一 3; 所 以 mm 二 "11. 显然 下 包 合 本 原 1 次 单位 根 
“有 即 ,1) ,从 而 据 定 理 1.5. 1 后面 的 证 骨 以 及 类 似 于 定理 1.5.1 的 
说 明 方 法 知道 ; G 的 每 一 个 不 可 约 外 -表示 是 1 次 的 .所 以 G 的 不 
可 约 天 -表示 上 共有 一 个 : 主 表示 多. 

例 2.3,5 说 明 : 当 域 瑟 的 特征 整除 群 CE 的 阶 时 ,G 的 不 等 价 
的 不 可 约 天 -表示 的 孝 目 可 以 小 于 G 的 共 轴 类 的 数 篆 ;并 且 G 的 
不 等 价 的 不 可 约 表示 的 次 数 的 平方 和 可 以 小 于 如 的 阶 .下 一 节 我 
们 将 继续 给 出 这 种 情形 的 例子 ， 


习题 2.3 


1. 求 8 阶 二 面体 群 DD 一 tay5 at: 二 2 二 1,Bab 一 ar 的 所 有 
不 等 价 的 不 可 约 实 表示 . 

2， 求 交错 群 4, 的 三 个 不 等 价 的 不 可 约 空 表 示 . 

3. 求 四 元 数 群 G 一 ke:8lal 一 1, 本 一 c2 ybab 一 2 1!) 的 所 有 不 
等 价 的 不 可 约 复 表示 - 

4， 设 D 次 除 环 ,下 为 D 的 中 心 Z(DD) 里 的 子 域 ,于 是 DD 可 看 
成 是 域 上 的 向 量 空间 . 设 4imxDD<co. 令 如 为 厂 的 乘法 群 的 子 
群 使 得 DD 中 每 个 元 于 可 以 表 成 避 中 元 素 的 下- 线性 组 合 . 对 于 gg 
EG, 用 gr 表示 DD 到 自身 的 一 个 映射 :rrrgxzyy IED. 显然 5 
是 域 K 上 向量 空间 局 的 线性 变换 ,并 且 是 可 道 的 . 令 g 是 G 到 
GLCDD) 的 一 个 映射 : gmrgiyY gEG. 证 明 :p 是 G 的 不 可 约 下- 表 
ra 

‘提示: 设 U 隆 {0) 蚌 如 的 GG 不 变 子 空间 ,去 证 U=DD.) 

5， 求 四 元 数 群 G 一 ta 如 | 四 一 1 有 一 az ,B46 一 < 的 一 个 4 
次 不 可 约 实 表 未 . 

{提示 : 考虑 四 元 救 体 吾 , 利 用 第 4 题 的 结果 . ) 

6. 设 G 是 有 限 群 ,KK 是 代数 闭 域 .证 明 ; 如 果 C 有 一 个 abel 
子 群 五, 则 G 的 每 一 个 不 可 约 下- 宕 示 的 次 数 椒 超过 [G : HJ1. 

《提示 : 任 取 局 的 一 个 不 可 约 玉 -表示 和 考虑 9 在 子 群 妃 上 

了 8 


的 限制 表示 pIH. 设 玉 是 VY 的 五 不 变 子 空间 并 且 镀 是 不 可 约 
的 . 由 于 过 是 abel 群 ,kK 是 代数 闭 域 ,因此 五 的 每 一 个 不 可 约 外- 
表示 是 1 次 的 ,从 而 dimxW=1. 令 VY' 是 由 V 的 子 集 {pC(gjwlgE 
G,wEW} 生 成 的 子 空间 ,显然 VY' 是 避 不 变 子 空间 ;从 而 V'=T. 
去 证 明 司 一 陪 集 里 的 元 素 B11:8: 使 得 Pe WO—= pg I W. 由 此 去 
证 明 dimxV 所 [GG : Hj.) 

注 第 5 题 指 出 四 元 数 群 G 有 一 个 4 次 不 可 约 实 瑚 示 , 义 如 
有 4 个 1 次 实 表 示 , 于 是 G 的 不 等 价 的 不可 约 实 表示 的 数目 等 于 
G 的 基 辊 类 数目 . 但 是 1 十 二 十 二 十 1 十 柱 洁 |G|。 


全 4 有 限 群 的 不 可 约 表示 ( 非 半 单 的 情形 ) 


上 一 节 例 2.3.5 指出 ;3 阶 循环 群 @ 在 特征 为 3 的 域 天 上 的 
不 可 级 表示 只 有 主 表 示 一 个 . 这 一 节 继 续 纵 出 儿 个 例子 ,说 明 有 
限 群 在 特征 整除 群 的 阶 的 域 上 的 不 可 约 表示 与 半 单 的 情形 { 即 ,在 
特征 不 能 整除 群 的 阶 的 情形 ;有 很 大 的 不 同 . 

定理 2.4.1 设 域 天 的 特征 为 3, 则 5S: 的 不 可 约 下 -表示 只 有 
两 个 , 主 表示 名 和 一 次 表示 员 , 其 中 外 把 个 置换 映 成 1, 把 奇 置换 
鼎 成 一 1. 

证 明 据 例 1.2.1 知 ,3Ss 怡 有 两 个 1 次 天 -表示 , 各 qo. 现 
在 任 取 5; 的 一 个 不 可 约 天 -表示 (8g,V), 因为 (123)?== (1) ,所 以 
X123) 二 1y, 于 是 x 一 1 是 线性 变换 pC123) 的 零 化 多 项 趟 . 因为 
charKK 二 3, 所 以 x 一 1 二 (x 一 1)*. 于 是 gC123) 药 极 小 匀 项 式 形 如 
(rz 一 1 站 ,其 中 到 EE {1,2,3}. 因此 1 是 pg(123) 的 特征 值 . 设 玉 是 
属于 1 的 特征 子 空间 . 任 取 & 和 7, 国 为 

P123) C912)0) 一 多 5123)(12)》]a = gL(12) (132) J 

= gl) Egl32)a] = FIDLE123)0] = gl2)a, 
所 以 pl12)aE€E Vi 因为 5S, = 二 《C12);, (123)), 所 以 六 是 3: 不 变 子 
空间 . 因为 (9g, 太 不 可 约 , 所 以 Vi 二 V., 于 是 p0123) 二 3v. 从 而 
| 79 


(0123))yCKerg 记 和 N 一 (123)) ,显然 和 N<I5,. 据 命题 1.2.1, 由 必 
可 得 到 商 群 $3/N 的 表示 使 得 pg 是 多 的 提升 . 据 命 题 1. 3.3 旬 ， 
出 于 不 可 约 , 从 而 8 也 不 可 约 . 因为 商 群 S/N 是 2 阶 循环 群 , 并 
且 域 天 包含 本 原 2 次 单位 根 一 1, 所 以 SN 的 每 一 个 不 可 约 玉 - 
表示 者 是 1 次 的 . 于 是 8 是 1 次 的 ,从 而 PP 是 1 次 的 . 及 以 5, 的 不 
可 约 KK 家 示 只 有 其 个 :pp 和 ww. 1 . 

定理 2.4.2 设 域 KK 的 特征 为 p,G 是 有 限 群 ; 则 GG 的 不 可 
约 天 -表示 只 有 一 个 : 主 表示 各. 

证 明 设 1G1 王 如. 对 n 用 归纳 法 . 当 n 二 0 时 ,结论 显然 成 
六 .现在 设 n 汪 1, 并 且 假 设 命题 对 于 小 于 5 的 情形 成 立 . 考虑 加 
阶 群 G 的 任意 一 个 不 可 约 天 -表示 人 ,VD) .因为 户 群 的 中 心 不 等 于 
11 和 所 以 可 以 在 Z4G) 中 取 一 个 非 单位 元 e. 因为 o 一 1, 所 以 
ea” = 1r 从 而 x” 一 1 是 线性 变换 p(e) 的 零 化 多 项 式 . 因为 
char 玉 一 户 , 所 以 x 一 1 一 《zx 一 7 从 而 1 是 gla) 的 特征 值 , 设 V， 
是 属于 1 的 特征 子 空 间 . 任 取 gEG, 任 取 aEV1, 我 们 有 

a) pa)al = ag)a 一 CBEa0a = pg) La)a] = eya. 

因此 gg)a€ 玉 .这 说 明 V 是 G 不 变 子 空间 .由 于 (pV 不可 约 ， 
因此 人 一 Y. 从而 pCa) 一 1y. 所 以 aE Kerg 由 此 得 出 ZG)C 
Kerg. 于 是 由 可 得 到 商 群 G/ZCG}) 的 民 - 表 示 使 得 gp 是 5 的 提 
升 .由 于 名 不 可 约 , 所 以 也 不 可 约 . 由 归纳 假设 ,FP 是 G/Z(G) 的 
主 表示 , 从 而 8p 是 G 的 主 表示 . 由 归纳 法 原理 ,命题 得 证 ， 1 
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第 三 章 ” 群 的 特征 标 


从 第 二 章 $3 我 们 已 经 知道 :有 限 群 G 在 特征 不 能 整除 1G| 
的 域 五 上 的 不 等 价 的 不 可 级 表示 的 数目 木 息 过 G 的 共 思 类 的 数 
目 ;, 并 且 所 有 不 等 价 的 不 可 的 表示 的 次 数 的 平方 和 不 小 于 1G1. 从 
第 一 童 3 2 我 们 又 知道 : 群 怠 的 每 一 个 1 次 表 永 是 商 群 G/G' 的 某 
个 1 次 表示 的 提升 ;而 G6/G' 是 abel 群 ,在 第 一 章 85 已 完全 决定 
了 有 限 abel 群 在 包含 本 不 mm 次 单位 根 (m 是 该 abel 群 的 指数 ) 的 
域 上 的 所 有 1 次 表示 . 这 些 结业 连同 第 一 章 §2 介绍 的 从 已 知 表 
示 构 造 新 表示 的 一 些 方法 一 起 为 寻找 给 定 群 如 的 所 有 不 等 价 的 
不 可 约 表示 提供 了 有 力 的 工具 . 作为 例子 ,我 们 在 第 二 章 8 3 中 求 
出 了 Ss;Ds;54 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 实 表示 , 在 这 些 钢 子 中 主要 
运用 了 上 述 结果 和 方法 ,此 外 也 运用 了 玫 何 意义 以 及 群 在 适当 和 集 
合 上 的 作用 . 为 了 对 于 一 个 给 定 前 群 , 求 出 它 的 所 有 不 等 价 的 不 可 
约 表示 ,我 们 需要 进一步 探讨 一 些 方 法 ,这 就 是 我 们 在 第 三 ,四 ,五 
章 要 做 的 . 

第 二 章 是 利用 群 代数 玉 [G] 上 的 模 来 研究 群 G 的 表示 . 第 三 
章 则 疲 利 用 群 G 上 的 一 种 特殊 函数 一 一 群 G 的 特征 标 来 研究 G 
的 表示 . 本 章 讨 论 的 表示 都 是 有 限 维 的 . 


$1 特征 标的 定义 和 基本 性 质 


定义 1 设 乓 是 任 一 域 , (2 7) 是 群 C 的 一 个 天- 表示 ,G 的 
表示 PP 提 殿 的 特征 标 是 6G 上 的 如 下 定义 的 函数 为: 
Xplg) = ta, YEgEG, 
其 中 trtglg)) 是 线性 变换 plg) 的 迹 ( 即 ,plg) 在 V 的 一 个 基 下 的 
和 矩阵 炙 (g) 的 迹 }. 
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例如 ,5 的 2 次 不 癌 约 实 表 示 gs 提供 的 特征 标 Xz 为 ，; 
Xl) = 2， Xll2) 一 0， 和 (13》 一 0, 
X23) 一 0， 和 (123) 一 一 1， 为 (132) = 一 一 1. 
羽 这 个 例子 里 我 们 看 到 和 (1) 等 于 gp 的 次 数 ;X: 在 S; 的 同一 个 共 
斩 类 里 的 元 素 上 的 冰 数值 相同 . 这 在 一 般 情形 下 也 正确 . 
命题 3.1.1 设 天 是 任 一 域 ,x 是 群 6 的 表示 (py,7) 提 供 的 
特征 标 ,G 的 单位 元 记 作 1; 则 
Ci X01)== CdimxV》，1, 其 中 等 号 右边 的 1 是 域 坟 的 单位 
EE} 
i) X(tgag 1 一 Xeay yy gy4EG; 妈 ,xX 在 G 的 同一 个 共 思 类 
里 的 元 素 上 的 函数 值 相 同 . 
证 明 GD XO 一 tr (p01 二 tf (CD 一 (dimxVY)，1; 其 中 I 天 
示 域 上 的 单位 矩阵 . 
《ii Xlgag =tr(glgag =tr(gg pa pg) !) 
=trtgla) =x}, Y gra€EG. 1 
定义 2 设 玉 是 任 一 域 .:G 上 的 天 值 涌 数 是 指 G 到 天 的 一 
个 映射 .G 上 的 六 值 函数 了 称 为 类 函数 ,如果 人 它 在 G 的 每 一 个 共 
罗 类 上 取 常 数值 , 即 f(gag = fla) gaEG. 
由 命题 3.1.1 知 , 群 上 的 任 一 下 -表示 ?提供 的 特征 标 Xs 是 GG 
的 类 函数 . 
定 久 3 设 天 是 任 一 域 , 群 如 的 主 表示 gm 提供 的 特征 标 称 为 
2 的 主 特征 标 , 记 作 六 
命题 3.1.2 设 天 是 任 一 域 , 群 扣 的 所 有 天 信函 数组 成 的 集 
侣 记 作 天 2. 在 天 " 中 定义 加 法 . 米 量 乘法 .乘法 如 下 : 
(f+ fg) 一 万 (8) 十 fg), 
(上 站 Kg) sk(f lg)), 
Cf fg) := (a) fg), 
其 中 让 ,fER ,gEG,LEKR. 则 KK° 是 域 玉 上 的 向 量 空间 ,并 
上 玉 也 是 一 个 具有 单位 元 % 的 环 .G 的 所 有 类 通 数 组 成 的 集合 
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记 作 CGPrkG) , 它 是 向 量 空间 KK? 的 子 空间 , 它 也 是 环 Ks 的 子 环 并 
且 具 有 单位 元 x 

证 明 直接 验证 即 可 . 1 

现在 我 们 来 讨论 群 G 的 KR- 表示 与 它 提供 的 特征 标 之 间 的 关 

命题 3.1.3 设 天 是 任 一 域 , 则 群 所 的 等 价 的 天 -表示 提供 相 
等 的 特征 标 . 

证 明 设 (gpyV) 和 (yy,W) 是 群 局 的 两 个 等 价 的 KK- 表 示 , 则 存 
在 向 量 空间 到 WW 上 的 一 个 同 构 = 使 得 

PE) = og YEEG, 
分 别 在 下 ,W 中 取 一 个 基 , 设 a 对 于 这 两 个 基 的 后 阵 是 S, gp,y 提 
供 的 矩阵 表示 分 别 为 更 ,多 , 则 
Vig) = SPle)s ll, YYgEG. 

从 而 Xtg) =trty (Cg) =tr(SB (gS) =tr(B(lg)) =Y(g) Vg 
EG. 因 此 和 =x。 | | 

反之 ,如 果 各 = 二 Xo; 是 否 有 二 9? 我 们 将 在 $2 讨论 这 个 问 
题 . 

在 第 二 章 3z 我 们 曾 介 绍 了 从 已 知 表示 和 构造 新 表示 的 一 些 方 
法 ,现在 我 们 来 讨论 已 知 表 示 的 特征 标 与 新 表示 的 特征 标 之 间 的 
关系 . 

命题 3.1.4 设 下 是 任 一 域 ,(q,V) 是 群 G 的 下 -表示 ,DD 是 
VY 的 非 平 几 的 局 不 变 子 空间 ,pg 对 于 UV 的 子 表 示 和 商 表示 分 别 记 
作 Py 和 vce: 则 

Xs = Xn Xs 

即 ,yg 的 特征 标 等 于 子 表 示 的 特征 标 与 商 表 示 的 特征 标 之 和 . 

证 明 从 第 一 章 $2 的 公式 (4) 立 即 得 到 . 目 

命题 3.1.5 设 下 是 尾 一 域 ,p 和 gp 是 群 G 的 两 个 玉 - 表 示 ， 
则 Xn@s 二 Xs 十 Xi,; 即 ,9 与 旬 的 直 和 提供 的 特征 标 等 于 gq 的 特征 
标 与 B 的 特征 标 之 和 . 
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证 明 有 从 第 一 章 8 2 的 公式 (5) 立 即 得 到 . 上 

命题 3. 1.5 可 以 推广 到 群 G 的 有 限 多 个 天 -表示 的 直 和 提供 
的 特征 标的 情形 . 

命题 31.6 设 下 是 人 尾 一 域 , ty, 六 是 群 G 的 下 -表示 . 如 果 
7 一 六 中 Y:, 其 中 ,7Y: 是 9 的 非 乎 凡 不 变 拖 空间 ,并 且 把 在， 
上 的 子 表 示 记 作 人 一 1,2), 则 

Xs ~— Xp + Xp, 

证 明 从 第 一 章 32 的 公式 (6) 立 即 得 到 . | 

命题 3. 1.6 可 以 推广 到 群 G 的 久 - 表 示 8g 的 表示 空间 V 是 有 
限 多 个 非 平 扩 G 不 变 子 空间 的 直 和 的 情形 . 

命题 3.1.7 设 下 是 任 一 域 , 则 群 G 的 任意 两 个 特征 标的 和 
仍 是 G 的 特征 标 . 

证 明 设 为 和 是 G 的 两 个 特征 标 , 设 入 由 上 的 天 -表示 猴 
提供 ,x 由 GG 的 下 -表示 龟 提 人 殿 . 作 p 与 各 的 直 和 , 据 命 题 3.1.5 
得 ten 一 为 十 入 - 这 表明 义 十 是 G 的 天 -表示 名曲 网 提供 的 特 
征 标 ， 1 

显然 ,命题 3. 1.7 可 以 推广 成 ; 群 G 的 任意 有 限 多 个 特征 标 
的 和 仍 是 忆 的 特征 标 . 

注意 ” 群 G 的 两 个 特征 标的 差 不 ~: 定 是 局 的 特征 标 . 

定义 4 设 玉 是 任 一 域 ,gp 是 群 G 的 天 -表示 ; 瑟 是 6 的 子 群 . 
由 在 子 群 吾 上 的 限制 表示 ql 雪 提供 的 如 的 特征 标 称 为 pg 提 供 
的 特征 标 xX 在 太 上 的 限制 , 记 作 XI 五. 显然 有 

XIHO) = Xk), YhAEH. 

定义 5 设 玉 是 任 一 域 , 群 避 的 不 可 约 天 -表示 提供 的 特征 标 
称 为 不 可 约 特 征 标 ， 

(容易 看 出 : 车 XiH 不 可 约 , 则 XX 不 可 约 3 反 之 不 成 立 .) 

命题 3.1.8 设 天 是 任 一 域 ,N 是 群 G 的 正规 子 群 , 设 9 是 
商 群 G/N 的 KK- 表示 ,8 的 提升 记 作 史 ?8 提供 前 GAN 的 特征 标记 
作 多 ,8 提供 的 G 的 特征 标记 作 义 , 则 
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Xx{g) = XlgN), Yael 
并 且 X 不 斌 约 当 且 仅 当 区 不 可 约 ， 
证 明 由 商 群 G/N 的 表示 ?的 担 升 的 定义 以 及 命题 1. 3. 3 
立即 得 到 .| - | 
命题 3. 1.3. 设 关 是 任 一 域 ,2 是 群 C 的 天 -表示 ,o 是 群 G 
的 自 同 构 ,Pp 提 供 的 特征 标记 作 ,gp 通 过 oa 的 挠 表示 用 提供 的 特 
征 标记 作 交 , 则 
NE) = Xolg)), YEELC} 
并 且 太 不 可 约 当 上 县 仅 当 X 不 可 约 . 
证 明 由 挠 表示 9 的 定义 及 命题 1. 3. 3 立即 得 到 ， | 
推论 3.1.1 设 外 是 任 一 域 ,N 是 群 G 的 正规 子 群 , 给 定 g€ 
,映射 :xg 1rg(yW xEN), 是 NN 的 自 同 构 , 设 燃 是 N 的 下 - 
表示 ,由 g 决定 的 六 的 共 罚 表示 ( 即 通过 式 的 挠 表示 ) 记 作 妈 ， 
把 光 提 供 的 特征 标记 作 X, 提供 的 特征 标记 作 如 , 则 
Xa) = Xlg lag), YaEeN; 
并 且 不 可 约 当 且 仅 当 不 可 约 ， 
证 明 ”把 命题 3.1.9 对 群 N 来 应 用 立即 得 到 .| 
命题 3.1.10 设 兵 是 任 一 域 , 52,W) 是 群 G 的 天 -表示 ,8 ， 
7 是 (加 V)? 的 道 步 表示 ,其 中 到” 由 下 式 定 六， 
(pg v= FOR Nv), VgEGIEV' uvEV. 
设 提供 的 特征 标 为 ,把 天 提供 的 特征 标记 作 x”, 则 
X (ED 一 CE VEEG} 
并 且 %" 不 可 约 当 且 仅 当 X 不 可 约 . 称 X%' 是 的 道 步 特征 标 ， 
证 明 把 8 在 的 一 个 基 下 提供 的 插 阵 表示 记 作 鱼 , 把 ”在 
V' 的 对 惕 基 下 提 殿 前 和 矩阵 表示 记 作 甸 * .从 第 一 章 $2 的 最 后 一 
段 知 道 :更 " Cg)= 二 (tg ,YY gEG, 从 而 立即 得 出 xX' Cg) 一 
Xtg 1，). 据 命题 1, 3. 4 得到; X' 不 可 约 当 且 仅 当 X 不 可 约 . 1 
现在 来 看 有 限 群 G 的 正则 表示 提供 的 特征 标 . 
命题 3.1.11 设 下 是 任 - 域 , 则 有 限 群 G 的 正则 天 -表示 放 
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提供 的 特征 标 x 为 ; 
IG|*'1， 当 gg 二 1， 
Xe 一 0， 当 g 关 1. 

证 明 ”有 限 群 G 的 正则 天 -表示 p 的 表示 空间 是 天 [G], 一 个 

基 是 G 的 全 部 元 圳 .于 是 由 命 夺 3.1.1 得 
KX) = (dimxrK[GD :1 = |G| :1. 

当 g 关 1 时 ;对 于 任意 xEG 有 plg)yz=gzr 关 xz- 因此 plg) 在 
[ 吕 3 的 一 个 基 ( 归 GG 的 全 部 元 素 ) 下 的 矩阵 ,其 主 对 角 元 全 部 是 
0, 从 而 其 迹 为 0. 因此 Xtg) 一 0, 当 gl 1 

现在 对 域 天 作 一 些 限 制 来 研究 有 限 群 G 的 特征 标的 一 些 性 
质 . 

命题 3. 1.12 设 G 是 指数 为 m 的 有 限 群 , 玉 是 包含 本 原 wm 
次 单位 根 的 域 . 设 X 是 怠 的 呈 次 天 -表示 ?提供 的 特征 标 , 则 Xfs》 
是 a 次 单位 根 的 和 ,其 中 g 是 G 的 任意 元 素 . 

证 明 因为 a"=1, 所 以 gig)" 一 glg") 一 1v, 其 中 1y 是 表示 
空间 的 便 等 变换 . 从 而 x" 一 1 是 plg) 的 零 化 多项式 . 因为 域 下 
包含 一 个 本 原 mw 次 单位 根 志 ,所 以 x" 一 1 在 下 中 恰 有 澡 个 根 ;1， 
Splg) 的 极 小 多 项 式 h(x) 在 天 上 能 分 解 成 不 同 的 
1 次 因 式 将 过 乘积 . 因此 qkg) 可 对 角 化 . 从 而 plg) 的 迹 等 于 glg) 
的 特征 值 的 和 . 因为 失 E) 的 特 钙 多 项 式 与 极 小 多 项 式 有 相同 的 根 
( 量 数 可 以 不 同 ) ,所 以 8E8) 的 每 一 个 特征 值 都 是 三 的 某 个 方 宕 . 
从 而 XC(g8) 等 于 个 mr 次 单位 很 的 和 . 1 

命题 3.1.13 设 避 是 指数 为 mm 的 有 限 群 ,下 是 复数 域 的 子 
域 并 且 包 合 本 原 mx 次 单位 根 . 设 X 是 富 的 = 次 天 -表示 提供 的 特 
征 标 ,B 是 8 提供 的 矩阵 表示 , 则 对 于 gEG, 有 

《iD Xtg 一 X(tg); 这 里 Xlg) 是 xX(g) 的 共 罗 复 数 ; 

《iiy [XCe) |X)s 

《iiiy 1xtg) | 二 (1) 当 和 且 仅 当 (g}) 是 主 对 角 元 为 m 次 单位 
根 的 数量 矩阵 ; 
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Civ》 Xlg) 一 X(1) 当 且 仅 当 全 (g) 是 单位 淖 阵 . 

证 明 (1) 由 命题 3.1.12 知 ,pg) 的 特征 多 玉 式 的 根 都 属于 
下; 设 Als A 3" hn 是 yg8) 的 全 部 特征 值 ,它们 都 是 7 次 单位 根 ， 从 
而 iu41=1, 因 此 三 : 一 元 一 1,2， 2 因为 印 (8) 一 的 特征 值 为 
1 折 以 


pA 


一 > = Dr = X(g). 
Cii) 仍 设 六 是 yg) 的 全 部 特征 入， 有 
[CE 上 = as > 一 中 一 Xi 


ci》 如果 lg) 一 x7 ,其 中 a 是 mx 次 单位 根 ,T 是 nz 级 单位 和 矩 
阵 ; 则 |xCg)1=|nal=nle|=n 二 XY(1). 
反之 , 设 |xtg}) | 二 XC1), 则 


a— XD x0) = | DN = 
其 路 ,加 ,…, 久 是 gLg) 的 全 部 特征 值 . 由 此 得 出 


| 97%|= Dal. 4 

我 们 知道 ; 对 于 复数 z,,za( 关 0). 有 |zi 十 zs| 二 |z| 十 |zs| 当 且 仅 
当 所 一 azs 对 于 某 个 实数 a 之 0. 特别 地 当 zi 和 zs 都 是 单位 根 时 ， 
由 | = 十 xz | 一 |* | 十 |z:| 可 以 推出 Zz1— gz. 于 是 对 理 用 归纳 法 ,从 
(1) 式 可 以 推出 : 罗 二 入 二 … 二 加 . 由 命题 3. 1, 12 的 证 明 过 程 知道 
gLg) 可 对 角 化 ;因此 Ctg) 相 似 于 hi， 从 面 S(tg)= I. 

《iv 如果 lg) 一 了 , 则 显然 有 Xlg) 一 x 一 X(1). 

反之 :; 若 XR)= XC) ;由 Ci 让 知 Sg) 一 7, 其 中 A 是 m2 次 单 
位 根 . 由 此 得 出 ,Xt(g) 一 x 从 而 mu 一 ”这 就 得 出 太一 1. 所 以 
(lg)=I. 1 

类 似 于 群 5 的 天- 表示 提供 的 特征 标 ,我 们 可 以 定义 群 代数 
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KLG] 上 左 模 担 供 的 特征 标 : 
定义 6 设 天 是 任 -- 域 ,G 是 有 限 群 . 设 了 是 左 天 [C]- 模 , 它 
提供 的 群 代数 六 LG] 的 表示 记 作 g* .VF (或 者 9*) 提 殿 的 特征 标 是 
天 [GJ 上 的 如 下 定义 的 函数 : 
X (ai; = trty a), Ya €E KLG]. 
设 g' 在 GG 上 的 限制 为 8; 则 pg 是 群 上 的 一 个 -表示 , 设 X 是 
G 的 由 zp 提供 的 特征 标 , 显然 有 


XC(gI = X88) VYgEG. C2) 
因此 % 是 在 上 的 限制 . 
由 线性 变换 的 迹 的 性 质 容易 推出 
Xa 6) = Xa XH, Va,be KiG]; (3) 
¥* Cha) = kX: (a) YREK,aE KLG. (4) 


注意 “一般 地 ,X* (a5) 隆 X* (a)X* (5) ,这 是 因为 tr CAB) 关 
trCA)trtB), 其 中 4,B 是 两 个 同 级 方 阵 . 
由 2) ,C3) 和 (C4) 得 到 
和 (> RE 一 PRX’ CE) 一 >1AoXCE)。 C6) 
(5) 式 说 明 : X" 完全 被 XX 湛 定 . 
反之 ,如 果 给 了 有 限 群 G 的 一 个 天- 表示 (C8, 六 , 则 VY 可 以 成 
为 堪 天 [GT 模 . 设 9 提供 的 特征 标 为 X,Y 提供 的 群 代数 LG 的 
表示 记 作 9' ;V( 或 8 提供 的 特征 标记 作 X ,出 
x (Dae)— tip ( Dteg))= tl 2 kp)) 
= Sktr(pg)) = OkexXlg). (6) 
特别 地 ,有 XX" (gj) 一 XCg) ,gEG. 因 此 XxX' 在 GG 上 的 限制 正好 是 
事先 给 定 的 G 的 表示 9 提供 的 特征 标 . (6? 式 说 明 :G 的 下 表示 9 
的 表示 空间 T 作为 左 ECGT- 模 所 提供 的 特征 标 z 可 以 看 成 是 由 
5 的 特征 标 友 线 福地 ”扩充 而 成 , 佣 记 作 蕊 
不 难看 出 ,两 个 左 玉 [G]- 模 六 和 环 如 果 同 档 , 则 它们 提供 的 
特征 标 相等 . 
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类 似 于 命题 3.1.5, 我 们 有 ; 左 K[G]- 模 的 直 和 各 Vi 十 六 十 
十 Y。 提供 的 特征 标 等 于 直 和 项 提供 的 特征 标 之 和 . 

类 亿 于 命题 3. 1. 6, 我 们 有 : 如 果 左 KG- 模 MM 是 它 的 子 模 
2 ,Ms，,… ;2M 的 直 和 , 则 对 提供 的 特征 标 等 于 好 Cs 委 :5) 提 供 
的 特征 标 之 和 ， 


习 是 3.1 


1. 设 避 是 有 限 群 ,gq 是 G6 的 一 个 复 表示 , 它 提 殿 的 特征 标记 
作 XX,yp 的 北 步 表示 六 提供 前 特征 标记 作 二 . 证明， 
(一 感人 和; 
(ii X” = 当 且 仅 当 对 一 切 gECG 都 有 xlg) 是 实数 . 
2. 设 避 是 有 限 群 , 域 下 的 特征 不 能 整除 1G1, 设 山 , 几 ,……, 狼 
是 它 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 天 -表示 ,证 表 ; 
NN Kere — {1}. 


(提示 : 考 虚 局 的 正则 天 -表示 p 的 直 和 分 解 以 及 pp 提供 的 特 
征 标的 性 质 . ) 
3. 设 X 是 有 限 群 局 的 任 一 下 -表示 提供 的 桂 第 标 ,定义 
Kerx:; = {g € GIX(g) = X01))}. 
如 果 下 为 复数 域 ,证 明 : 
(i) Ker?= Kerp: 
《ii 设 如 是 G 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 复 表示 提供 


的 特征 标 , 则 Nn Kerx,= {1}. 
4. 设 XY 是 有 限 群 的 ;次 复 表 示 Cg, 太 提供 的 特征 标 , 定 义 
ZR: = {Ig EG lx | = Xl)}, 


称 2ZCX) 是 多 的 中 心 .证明 ， 
《i) ZCX) 是 GG 的 正规 子 群 ,并重 Kerp CZCOX); 
Gi) gEZ(X pKerg E ZC/Kerg); 
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《Hiy ZA/ARKerg Z(G/RKerg) ;并且 ZOX)/Kery 是 循环 群 ; 

Civ) XC1)=1>ZX =G. 

(提示 : (i) 的 后 半 部 分 考虑 商 群 ZC(X)/Kerg 的 一 个 复 表示 
w:EKerProp(g) 它 是 由 ?9 诱导 的 商 群 G/Kerg 的 表示 在 ZCX)/ 
Kerp 上 的 限制 ;由 于 SEE 所 以 gg) 是 数 莱 变换 ,从 而 又 可 得 
到 ZXKer 的 1 次 复 表 示 , 说 明 它 是 筷 实 的 ， 然后 利用 习题 1. 5 
的 第 65 题 前 结果 . ) 

5, 设立 是 有 限 群 C 的 任 一 不 可 约 复 表示 (tg, i) 提 慌 的 特征 
标 , 证 明 ; 

{i) gEZIXI) eRKRerg EE Z(G/RKerg); 

(ii) ZOITEZ HX): 

(iiy ZO) /Kerg 二 ZG/RKRerg) ,并且 Z(G/Kerp) 是 循环 群 ; 

Kiv》 X11)=1eO ZX)=G; 


CV) Z(G = 站 zz? ,其 中 Kir 是 避 的 所 有 不 等 价 的 
不 可 约 复 表示 呈 , 品 ，,… ,名 提供 的 特征 标 ， 

提示 ， i) 的 “<=”; 由 可 诱导 商 群 C/Kerg 的 复 表 示 RR 使 
得 锥 是 分 的 提升 ,从 而 由 给 不 可 约 得 邹 不 可 约 . 然后 利用 习题 
2,2 的 第 7 题 .) 


§2 不 可 约 特征 标的 正 交 关系 及 其 应 用 
设 G 是 有 限 群 ,天 是 特征 不 能 整除 1G | 的 域 . 设 ,9,… :多 


直上 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 天 -表示 ,x 是 g 提供 的 特征 标 ,i 一 1， 
人 5 本 节 的 目 的 是 要 研究 办 之 间 的 关系 . 为 此 我 们 


从 避 的 正则 表示 的 直 和 分 解 式 出 发 . 
设 左 正则 天 [GJ- 寞 天 [Gj 到 不 可 约 子 模 的 直 和 分 解 式 为 
KG = ODI .POL (C1) 


其 中 记 宇 Lu 当 且 仅 当 i 二 让， 令 
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A= ODDBLn, i=1;25, (2) 
则 2A; 是 天 [LGj 的 极 小 双边 理想 ,1 所 1s ;并 且 有 
天 [C] = ABAD. ODA. {3) 
设 1=@i 十 es 十 十 2,; 其 中 ce.EA(SiSs), 则 4A:=K[GjJe(i=1， 
24… 5); 并 且 {e1yez,"** se;} 是 太 [G] 的 全 部 中 心 本 原 笑 等 元 , 令 DD; 
二 Homa (La;La) ;并且 nn. 一 dimp,La. 据 推 论 2.2.5 知道 ,mm 一 大介 
一 1 ,2，… ,5), 
因为 G 的 每 一 个 不 可 约 天 表示 等 价 于 G 的 正则 表示 p 的 直 
和 分 解 式 中 的 某 一 个 不 可 的 表示 ,所 以 不 妨 设 只 是 互 提 供 的 
KK[G] 的 表示 沉 在 G 上 的 限制 ;i 一 1,2,…,s. 9 提供 的 特征 标记 
作 央 二 1,2,……,s). 下 [GJ] 的 正则 表示 * 提供 的 特征 标记 作 三” ， 
G 的 正则 表示 Pp 提供 的 特征 标记 和 作 并 
引 理 3.2.1 设 G 是 有 限 群 , 域 下 的 特征 不 能 整除 |G|,; 则 
Xlge) = nNXtg), 和 请 和 人 一 12 (4) 
证 明 由 (1) 式 得 
扩 一 和 十 人 十 和 十 二 和 二 
一 30 十 十 了 一 和 和 十 十， 【5) 
于 是 对 于 gEG, 我 们 有 


x 《8&ei] 一 人 7 天光 ge) 工 一 ,2 5 《56) 


了 一 1 
当 7 关 : 时 ,我 们 已 知道 有 4 4 一 (0). 于 是 对 任意 xzE Ls, 有 
(gen)T 一 (ge)zxX 二 0, 所 以 Lgei) 是 Ln 上 的 零 变换 ,从 而 
Xi (ge =tItg (gei)) =0, 
因为 e; 是 4, 的 单位 元 ,所 以 对 于 和 任意 zxE€E La 有 
F' (ge)x = (ge)x 一 有 (ez) = gr = RENT, 
由 此 得 出 Cge) = 二 Bg). 从 而 
XW Cgei) = tr (ge)) = ttre)) = XeY). 
于 是 (6) 式 成 为 
X ge) 一 met5) i= 1,2,:s. 1 
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引 理 3.2.2 设 G 是 有 限 群 , 域 KK 的 特征 不 能 整除 |G|, 则 
= TT DX Ve, fo= 12,"" 5, [| 
证 明 设 。,= 4h,y. 两 边 太 冬 gEG ,得 


BE: = Duey = pe le 二 Se- ly 


JE 


从 而 
xX (gei) = Di hersXCy). C8) 
因为 x 是 G 的 正则 表示 提供 的 特征 标 , 所 以 (8) 式 可 变 成 
X (gei) = RX) = ke 1 |G. 《97 
又 据 引 理 3. 2. ] 知 


x" 【Bei 一 mi Cg » 
从 而 得 到 天 一 TCD gEG. 所 以 


& 一 TE Xe Ds. | 
是 所 他 
推论 3. 2.1 设 G 是 有 限 群 ,天 是 特征 不 能 整除 1G | 的 域 并 
生 司 得 DP. 宇 K {i==1， 2 5 则 


—— ce -1 = 二 
上 一 [本 之 (8 )g} 1 1， A "3 10) 


证 明 此 时 dimxL, 1 二 (dimxDD) (dimp La 二 ;从 而 C1) 一 
zi 由 引 理 3. 2.2 有 即 得 (10) 式 . 1] 

特别 地 ,当天 是 特征 不 能 整除 |G | 的 代数 闭 域 时 ,10) 式 成 
立 , 这 是 内 为 Schur 引 理 告诉 我 们 ,此 时 有 DD 宇 KK ,i 二 1,2,***，s 

定理 3. 2. 1( 第 一 正 交 关系 ) 设 避 是 有 限 群 ,上 是 特征 不 能 
整除 |G| 的 域 并 且 使 得 DD, 宇 KG 二 1,2,… ;5s) ,DD; 的 意义 见 本 节 开 
头 所 述 . 设计 和 XX; 是 6G 的 不 可 约 特 定 标 , 则 : 


二 1 Dre 一 8 (11) 
上 全 


证 明 ” 仍 用 杰 节 开头 的 记号 .因为 em 和 ej 是 攻 [Gj 的 中 心 本 
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原 等 等 元 ,所 以 eej 二 Bwer. 据 推论 3. 2- 1 得 
2 _ ; Xl) _ 
Zs us Xegh = 6 和 六 之 (gg. 


合身 三 全 EE 他 


号 二 机 1 的 系数 ,得 到 
和 (1L)XKC1) _1 XiCl1Y 
Gl ZX YB) = 6 -TGT x.(1), 
由 此 即 得 511? 式 . 上 | 
特别 地 ,当天 是 特征 不 能 整除 |G| 的 我 数 闲 域 时 ,(117 式 成 
立 . 
在 定理 3. 2.1 的 人 条件 下 , 据 定 理 2.3.5 知 ,G 的 不 等 价 的 不 可 
约 下 -表示 的 数目 等 于 G 的 共 斩 类 的 数目 . 设 CCaz CC 是 G 的 
全 部 共 绝 类 ,giy，Ss， 人 是 它们 的 代表 元 ; 则 第 一 正 交 关系 可 以 
写成 ” 


eb [Cy Cad ger) = 6,. C12) 
t=l1 


定理 3. 2. 2( 第 二 正 交 关系 ) 条件 同 定理 3.2.1, 设 为, 加， 
"os 是 Go 的 所 有 不 等 价 芍 不 可 约 五 -表示 提供 的 特征 标 :C :Cs 
oC, 是 人 的 全 部 共 斩 交 ， 训 基 C: 的 代表 元 民 一 1,2，… ;$. 刚 


Zu Xe JE) = 6|Ce(g,)l, {13) 
一 1 
其 中 Cecg 站 是 刺 在 和 里 的 中 心 化 子 - 
证 明 邻 
Kg 2 XC&)) [Ke ~- KgT!) 
WW 一 : : |， 全 ”一 : : ， 
XE 2 EY) | “Kg!) 


今 D=dagt [i E » [Cs | 3 [Ic, |). 则 让 《127) 式 得 
TD 的 (站 元 二 DWCg) CX gr) 一 人 1G|. 
t=1 
因此 WDW’ 一 |G]I, 其 中 了 是 ;级 单位 结 阵 . 从 而 人 W, 品 ;W ' 均 可 


道 ,并 且 有 
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WWD= WWDW OW OD = WIGITW "YT = |GI. 
由 于 
WWD 的 (i, 站 元 = Dg Xe,) (1C;|, 
所 以 和 
Per DXlg,) = 6 二 | =6|lCotg)|. | 


上 述 抵 降 W 称 为 G 的 特征 标 表 . 通常 约定 殉 的 第 一 行 是 6 
药 主 特征 标 在 1 R21" Es 上 的 函数 值 ， 从 而 第 一 行 元 素 全 为 1; 
约定 g 一 1,; 因 此 W 的 第 1 列 与 各 个 不 可 约 特 征 宗 的 次 数 有 关 . 定 
理 3. 2.2 在 证 明 过 程 中 已 指出 W 是 可 逆 矩 阵 . 从 证 明 过 程 中 还 可 
看 出 ; 廊 六 一 | 上 刻 闸 了 第 一 正 交 关系 ;要 " 古 六 一 11 刻画 
了 第 二 正 交 关系 ,其 中 镀 ' ,DD 如 上 所 述 . 

为 了 简写 第 一 正 交 关系 的 公式 (11) 的 左 端 ,我 们 在 函数 空间 
K° 下 定义 一个 一 元 甬 数 各 下 ; 对 于 £,7EK? ,规定 


(£9) = ap 2 sg) Tg). (14) 


容易 验证 这 个 二 元 函数 是 Ke 上 的 对 称 双 线性 函数 利用 这 个 对 
称 双 线性 函数 ,第 一 正 交 关系 可 以 写成 


《一 全 《152 

当下 家 为 复数 站 时 ， 第 一 正 交 关系 的 公式 11) 成 为 
ap 7% (g) Xi(g) = 人 : 《16》 

为 了 简写 416) 式 的 左 端 ， 我 们 在 ce 中 定义 一 个 二 元 函数 ， 
(9)》 :一 re 了 CE)- 《17》 


易 验 证 这 是 复 向 量 空间 C* 的 内 积 . 如 果 了 是 G 的 复 特 征 标 , 则 所 
命题 3. 1, 13 知 ,7Cg 0 一 7 从 而 得 ， 导 ,7 力 一 人 ,77. 因此 , 当 
到 为 复数 域 时 ,第 一 正 交 关系 也 可 以 写成 
(NWR) = Bj {18) 
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现在 利用 正 交 关系 研究 有 限 群 G 的 表示 . 仍 设 chatr 基 不 能 整 
除 1G|1 ,和 ,再 :站 是 G 的 全 部 不 等 价 的 不 可 约 下 -表示 ,它们 提 
供 的 特征 标记 作 加 ,2 , 生 、 

任 给 避 的 一 个 nm 次 天 -表示 p, 据 Maschke 定理 ,p 等 价 于 G 
的 有 限 多 个 不 可 约 下 -表示 的 直 和 ,假设 其 中 与 g 等 价 的 有 a; 个 ， 
a; 是 非 负 整数 ,我 们 写 

Paap Pap 由 …… Dag. 《19) 

我 们 把 a 称 为 名 在 中 的 重 数 ,i 一 1,2,*… ，,s. 

命题 3.2.1 设 忆 是 有 限 群 ;,K 是 特征 为 0 的 域 并 且 使 得 
也 三 下 如 一 1,2， 5 其 中 忆 前 意义 见 本 节 开 头 所 述 . 设 后 , 兄 ， 
“…; 旬 是 G 的 全 部 不 等 价 的 不 可 约 天 -表示 . 设 8 是 如 的 任 一 有 限 
维 玉 -表示 , 则 gg 在 中 的 重 数 等 于 (Xp, 光 ) ,其 中 居 是 #8 提供 的 特 
征 标 ,一 1.2.…，,s. 

证 明 从 (19) 式 得 到 


Xs = CIKI 十 cake 十 … 十 a (C20) 
由 此 得 出 
(Kerki) 一 PaiXinN) = a 1. (21) 
因为 char 拓 一 0, 所 以 可 把 a;， 1 与 a 等 同 ;于 是 得 到 
A {Np NX ). I (22) 


命题 3.2. 1 说明; 不 可 约 表 东 如 在 G 的 任 一 表示 ?中 的 重 数 
由 8 和 gg 唯一 决定 ;四 8 的 直 和 分 解 式 雹 关 . 

定理 3.2.3 设 G 是 有 限 群 ,KK 是 特征 为 0 的 域 并 且 使 得 
D 宇 KK, 二 1,2,… ,sy 其 中 DD, 如 上 述 . 设 名 ,x,… ;名 是 的 全 部 
不 等 价 的 不 可 约 下 -表示 , 设 z 多 是 G 的 两 个 有 限 维 天 -表示 . 则 9 
~ 的 充分 必要 条 件 是 太一 因 . 

证 明 必要 性 已 经 证 过 ,现在 证 充分 性 . 设 % 二 各; 则 (Xps%) 
二 《Xoy 守 ) 1 二 1,2,… 5, 又 据 命 题 3. 2. 1 得 
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Pp Ko XR 用 OD Ke Xp, 
pn DD i Xn. 
由 此 得 出 ; Ps 多 于 
定理 3. 2. 3 中 关于 域 及 的 条 件 可 以 减弱 ;我们 有 
定理 3.2.4 设 下 是 特征 为 0 的 域 , 则 有 限 群 G 的 两 个 有 限 
维 天 -表示 等 价 的 充分 必要 条 件 基 它们 缉 供 的 特征 标 相间. 
证 明 必要 性 已 证 ,现在 证 充分 性 . 设 pg,y 是 6 的 两 个 尺 - 表 
示 , 设 ;9;"…',8 是 局 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 KK- 表 示 . 设 gz 
Dap a D5: 其 中 0,5 是 非 负 获 
数 ,f 一 1,2,-… ys. 设 庆 二 如 ;我 们 来 证 ; a 一 B12 二 1 2 
设 的 表示 空间 为 VY, 它 可 看 成 是 左 天 [GD] 模 .由 于 下 [Gj] 是 
半 单 代数 ,所 以 站 可 分 解 成 有 限 多 个 不 可 约 子 模 的 直 和 . 由 于 
下 LG]J 上 的 每 一 个 不 可 的 左 模 同 构 于 左 正则 KLG] 模 的 直 和 分 解 
武 中 出 现 的 某 一 个 不 可 约 子 模 . 因此 
VY 二 a Ba DB- Ba, {23) 
其 中 ELsESR5 是 (1) 式 中 出 现 的 不 可 约 子 横 , 设 {ei ,es，…,e:} 
是 KLGJ 的 全 部 中 心 本 原 磊 等 元 . 设 玉 提供 的 天 [Gj 的 表示 为 ¥'， 
它 的 特征 标记 作 .8' 在 G 上 的 限制 就 是 gq, Xx? 在 G 上 的 限制 就 
是 %, 由 (23) 式 得 
Xi 一 GT aX C24) 
其 中 六 是 二 提 梭 的 天 LGj 的 表示 寞 的 特征 标 ,: 一 1,2，…s- 
当时 ,因为 4.4,;= (0), 所 以 对 于 任意 TELn; 有 9 ei) 
一 &z 一 0 这 说 明 赂 (Ce) 是 零 变 换 ,因此 他 人 一 0. 
因为 ;是 4; 的 单位 元 ,所 以 对 于 任意 zxE Ly, 有 le) 二 
它 : 症 二 并 ， 这 说 明 FR ce;) 是 L141 上 的 恒 等 变 换 , 因 此 和 fei 一 diitnxzi- 
于 是 从 (24)? 式 得 出 
Xe (Ce 一 Va (Ce) = a ei} = adimxLn, 
t= ] ,2 3 {25) 
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同 理 可 得 
Xi Ce) 一 dimxEna，， 工 一 123， (26) 
因为 zy 由 完全 类 定 ; 所 以 从 Xp 一 Xr 可 得 出 不 一 妙 .于 是 
从 (25) 和 C26) 得 到 a=B,si 二 1 .2,15， 上 
定理 3.2.4 说 明 ; 在 特征 为 0 的 域 上 ;有限 群 G 的 表示 ?的 
特征 标 Xe 决定 了 的 等 价 类 . 又 据 命 题 3. 1. 1, 当 域 天 的 特征 为 0 
时 ,%s 也 决定 了 8 的 次 数 . 
定理 3.2.4 中 条 人 忻 “char 久 二 0” 不 能 去 掉 , 为 此 给 出 下 面 一 个 
例子 : 设 安 是 任 一 有 限 群 ,char 天 一 z 天 0. 设 了 ,W 分 别 是 域 天 上 
的 大 维 ,2p 维 向 量 空间 . 令 有 glvy 全 口令 ~: grlwy E34 
EDO. 则 (py 下 ,WW) 都 是 6G 的 下 表示 . 易 看 出 Xp(8) 一 p :1 二 0， 
¥ gEGYE) TE—2p 1 一 0 gEG. 因此 = 加. 但 是 由 于 dimxF 
一 疡 ,dimx 王 一 22, 所 以 9 与 外 不 等 价 . 这 个 例子 也 表明 : Xs 无 法 决 
定 ?的 次 数 . 
对 于 局 的 两 个 不 可 约 表示 8 和 名 ; 则 定理 3. 2.4 中 条 件 
“char 尺 二 0” 也 可 以 更 换 成 下 述 条 人 忻 : 
推论 3.2.2 设 G 是 有 限 群 ， K 是 特征 不 能 整除 1G 1 的 域 并 
且 使 得 D; 宇 K ,i 二 1,2,…,s; 其 中 态 ; 的 意义 如 上 述 . 设 名 ,和 9,… 名 
有 是 6G 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 玉 -表示 ,%w 是 9 提供 的 特征 标 ,: 二 1， 
2 5 则 入 ,两 两 不 等 . 
证 明 因为 G 的 特征 标 胡 WW 基 可 道 窍 阵 ; 所 认 XY 
两 两 不 等 . 上 | 
定理 3.2.5 设 避 是 有 限 群 ,KK 是 特征 为 0 的 域 并 且 使 得 也 
宇 K ,i 一 41,2,…s5. 设 gp 是 GG 的 下 -表示 , 则 gg 不 可 约 当 二 仅 当 人 Xp， 
Xr} 二 =]. 
证 明 必要 性 由 第 一 正 交 关系 立即 得 到 . 现在 证 充分 性 . 设 
Xl Nz ok 是 G 的 所 有 不 相等 的 不 可 约 特 征 标 ， 由 命题 3. 2.1 得 
到 
Xe 一 《和 十 … 十 《Xp 
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于 是 (syXoy 一 《和 入 短 十 和 十 人称 和 因为 (入 ?等 于 肛 在 P 中 
葛 重 数 , 把 它 记 作 mw. 又 由 己 知 人,xo) 一 1 于 是 得 到 1 一 ai 十 co 一 
十 ai. 由 此 得 出 , 存在 唯一 的 上 使 得 ci 一 1, 而 其 余 的 a 二 0,j 关 

.所 以 扩 一 改 . 据 定理 3.2.3 得 9 必用;: 即 9 不 可 约 . 1 

注 定理 3.2.5 中 必要 性 的 条 件 可 换 或 第 一 正 交 关系 成 立 的 
某 件 , 即 KK 是 特征 不 能 整除 1G| 的 域 并 且 使 得 DARE? 
3). 充分 性 的 条 件 可 减弱 成 “KK 是 特征 为 0 的 域 ” 即 可 , 详 见 本 节 习 
题 第 3 题 . 

定理 3.2.5 纵 出 了 判断 一 个 表示 是 否 不 可 约 的 方法 . 

定理 3. 2. 6( 反 演 公 式 ) 设 局 是 有 限 群 ,KK 是 特征 不 能 整除 
[G| 的 域 并 且 使 得 刀 : 宇 民 人 一 1,2，…,5). 设 村 一 Lant € K[GJ, 

[4 习 


则 对 一 切 SSG， 有 
=- 二 >) XC4g-DX(1)， 《27》 


rE rey 


其 申 Ir(G) 表 示 G 的 所 有 不 可 约 特征 标 组 成 的 集合 . 
证 明 我们 有 4g- 一 Zapgr = Zoney 据 第 二 正 交 关系 
得 
>) XCAg D)XC1) 一 ee > XIXD 


XE IC) 


= a 2 XD 二 De 5 XD 
= 1G| + 2 0 一 as ie | 
推论 3. 2.3 设 G 是 指数 为 m 的 有 限 abel 群 ,外 是 包 省 本 原 
mm 次 单位 根 的 域 . 设 4 一 4acg EK[GI, 则 
= 1 ZXC4)XCG8 ), YagEG. C28) 


ZE [rig 
因此 ,如 果 A,BEK[G] 使 得 X44)= 二 XCB) 对 一 切 XETrr(G), 则 有 4 
=B8. 
证 明 内 为 外 是 包含 本 原 次 单位 根 的 域 ,其 中 me 是 abel 
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人 群 6 的 指数 ,所 以 G 的 每 一 个 不 可 约 表 示 都 是 1 次 的 ;共有 二 | 个 
1 次 表示 ,于 是 >,，X672 一 |G1. 据 定 理 2 3.6 知 ,有 功 宕 开 ( 


三 1,24"; |GD). 因为 Y 是 1 次 的 ,所 座 对 一 切 A,BEKK[G] 有 
XCAB) 一 XCA)XCB). 由 定理 3.2.6 立 即 得 出 推论 3.2.3、 上 

我 们 知道 , 群 如 的 天 值 特征 标 是 G 的 天 值 类 函数 ,并 且 知 
道 ,6G 的 所 有 KK 值 类 函数 组 成 的 集合 Cfx CG) 是 避 的 天 值 函数 空 
间 EK" 的 线性 子 空间 . 我 们 来 找 Cfx(G) 的 一 个 基 . 

定理 3.2.7 设 避 是 有 限 群 ,KK 是 特征 不 能 整除 1C1 的 域 并 
是 使 得 DR = 2 SA Xe 是 全 的 所 有 不 相等 的 不 
. 可 约 特征 标 . 则 AP 是 GO 的 类 函数 空间 Crxe) 的 一 个 天 - 
基 . 

证 明 ”在 定理 的 条 件 下 , 据 定 理 2. 3.5 知 ,G 的 共 罗 类 的 数目 
等 于 G 的 不 等 价 的 不 可 约 天 -表示 的 数目 :- 设 Ci,C，…C, 是 局 
的 所 有 共 斩 类 ,gg 8 分 别 是 各 个 共 轰 类 的 代表 元 . 于 是 一 
个 类 函数 上 完全 被 它 在 g1,g。，*…,g: 上 的 函数 值 所 决定 . 因此 喘 
躬 fCfgD) fg f(g 是 Cfx(G) 到 KK 的 双 射 -显然 
此 映射 保持 加 法 和 保持 数量 莱 法 ,因此 它 是 域 尺 上 向 量 空 何 
Cfx《G) 到 KK" 上 的 辣 构 映射 . 从 而 dmxCfr 6G) 二 s, 由 于 特征 标 表 
WW= Clgy)) 基 可 逆 短 和 阵 ,因此 它 的 行 向 量 组 是 线性 无 关 的 ,从 而 
由 上 述 同 构 上 映射 知道 ,和 % ,和 ,…, 雍 是 线性 无 美的 . 所 以 友和 
丸 是 Cfx(G) 的 一 个 下 - 基 .， 1 

本 节 前 面 我 们 已 在 G 的 复 值 函数 空间 C* 中 定义 了 一 个 内 积 
《 见 公 式 (17)) ;从 而 收成 为 一 个 西 空间 . 从 第 一 正 交 关系 知 , 序 ， 
ja 是 正 交 单位 向 量 组 ;从 而 由 定理 3. 2.7 立即 得 到 

推论 3. 2.4 有 限 群 G 的 所 有 不 相等 的 不 可 约 复 特征 标 为， 
2 是 G 的 复 值 类 函数 空间 CCe)? 的 一 个 标准 正 交 基 .， 1 

利用 定理 3. 2.7, 我 们 可 以 把 有 限 群 局 的 任 一 类 天 数 表 示 成 
2 的 不 可 约 特征 标的 线性 组 合 . 即 ,我 们 有 
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推论 3.2.5 条 件 间 定理 3, 2,7. 则 G 的 任 一 类 消 数 站 有 下 
述 *Fourier 展开 ?”; 


f= Df (29) 


其 中 庆 :Xas…; 和 是 GG 的 所 有 不 相等 的 不 可 约 特征 标 . 
证 明 因为 ,Xey-…;y 宛 是 CFx(G) 的 一 个 天- 基 ,所 以 == 


5 请 
2 其 中 右 EKK,i 一 1,2,"…,s. 从 而 据 第 一 正 交 关系 得 


‘1, Xi? 一 CPA Ki) 一 Dh} 一 kk;， J = ] ;2,""" ,8. 
i=] 


由 此 即 得 (29) 式 ， I 

G 的 特征 标 一 定 是 的 类 函数 ; 反 过 来 ,SG 的 类 阔 数 应 当 具 有 
什么 性 质 才能 成 为 6 的 特征 标 呢 ? 下 面 的 定理 回答 了 这 一 问题 . 

定理 3.2.8 设 G 是 有 限 群 ,KK 是 特征 不 能 整除 |G| 的 域 . 则 
G 的 KK 值 类 函数 了 是 避 的 特征 标的 充分 必要 条 忻 是 ,ff 是 G 的 不 
可 约 特 征 标的 非 负 整 系 数 线性 组 合 . 

证 了 明 ”充分 性 由 命题 3. 1. 7 立即 得 到 . 现在 证 必要 性 : 设 内， 
更 , 欠 是 G 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 天 -表示 ,和 基 8 的 特征 标 ， 
i 一 1,2,"… 因为 域 玉 的 特征 不 能 整除 1G|, 所 以 如 的 每 一 个 羡 - 
表示 是 完全 可 约 的 . 设 G 的 类 函数 了 是 G 的 特征 标 , 设 了 是 由 局 
的 下 -表示 提供 的 . 则 

Pa 一 21，，5) 是 非 负 整数 . 

大 而 fa 十 ar 十 十 as 1 

定 久 1 设 G 是 有 限 群 ,及 是 特征 不 能 整除 1G | 的 域 .GG 的 下 
值 函 数 了 上 称 为 广 迷 特征 标 , 如 果 了 是 G 的 不 可 约 特 征 标的 整 系 数 
线性 组 合 . 

显然 ,G 的 广义 特征 标 是 避 的 类 函数 . 


习 题 3.2 


1. 设 G 是 有 限 群 , 玉 是 特征 不 能 整除 |G | 的 域 并 且 使 得 D, 实 
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天 人 一 1,2 5, 其 中 D; 如 本 节 开 头 所 述 . {e1 1829""*s6;} 是 K[LG] 
的 全 部 中 心 本 原 每 等 元 . 设 Cilia ,Cs 是 G 的 全 部 共 斩 类 ra: 是 
C; 葛 代 表 元 ,ei 是 Cs 的 类 和 1 证 明 ， 
和 (5 . 
Ci 二 [© 2 Ee ' 1 ss 
(提示: 据 定理 2. 3.5 知 ,eses，…se, 是 ZCKLG]) 的 一 个 天- 


基 , 从 而 6 一 > sc 采用 本 节 开头 的 记号 ,计算 改 (c? 可 求 得 


ku, 往 意 利用 C10) 式 说 明 charKHx Cl) I=1,2,. 1s.) 

2. 设 G 是 有 限 群 ,域外 的 符 征 不 能 整除 jG1. 设 中 ,由 人 
是 G 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 下 -表示 ,9 提供 的 特征 标 为 (i 二 1， 
2 邻 di 二 dimxD,Gi=1,2,…,5), 其 余 记 了 本 如 本 节 开 头 所 
述 .证 朋 ， 


(RA) = Od li 

〈 捍 东 : 类 似 于 第 一 正 交 关系 的 证 明 方 法 . ) ， 

3. 设 域 天 的 特征 为 0, 设 9 是 有 限 群 如 的 天 -表示 , 它 提供 的 
特征 标记 作证 明 : 如 果 {《Xp; Xp} 二 1; 则 PP 不 可 约 . 

(提示 , 利用 第 2 题 的 结果 ,并 且 注 意 charK 一 0.) 

4. 利用 第 1 题 和 引 理 3. 2.2 给 出 第 二 正 交 关系 的 男 一 种 证 
法 . 

5. 设 域 玉 包含 一 个 本 原 有 次 单位 根 , 证 明 # 阶 循环 群 避 = 
a) 的 任 一 天 值 函 数 了 有 如 下 的 展开 式 : 


f(a') = Dé 7 
其 中 系数 上 按 下 述 公 式 计算 ， 
下 | 一 42 fla)”. 


$3 特征 标 表 , 双 传 递 置换 表示 


在 上 一 节 我 们 指出 : 设 忆 是 有 限 群 ,KK 是 特征 不 能 整除 1G | 
101 


的 域 并 且 使 得 DEK,i=1,2, ;83 设 儿 ;Xa 区 蚌 避 的 所 有 瑟 
不 相等 的 不 可 约 特 征 标 ,Ci,C;,…,C, 是 G 的 所 有 共 罗 类 ,g; 是 忆 , 
的 一 个 代表 元 rl] ss. 则 可 级 和 矩阵 本 一 CX:(gj)) 称 为 CG 的 特 
征 标 表 ,;W 是 一 个 可 道 宦 阵 . 通常 约定 W 的 第 一 行 是 避 的 主 特征 
标 在 总 19 喇 29 可 上 的 证 数值 :并且 约 定 8 一 ,于 是 Ww 的 第 1 列 
中 元 素 分 别 是 宛 ,Xs，… ,xX 的 次 数 ( 当 域 KK 的 特征 为 0 时 ). 

一 般 地 , 设 G 是 有 限 群 , 玉 是 特征 不 能 整除 1G| 的 域 . 设 为， 
Nar siN 基 司 的 所 有 互 不 相等 的 不 可 约 特 征 标 ;其 中 *] 是 GG 的 主 
特征 标 ; 设 {g)==1 :819183s""* B87} 是 5 的 共 旨 类 的 代表 元 系 . 则 s xr 
矩阵 仿 二 (%(gj)) 称 为 G 的 特征 标 密 . 据 定 理 2. 3. 4 知 ,s<r. 

从 定理 3. 2.4 知道 ,在 特征 为 0 的 域 上 ,有 限 群 G 的 两 个 表 
示 等 价 当 和 且 仅 当 它 们 提供 的 特征 标 相 等 . 因此 ,G 的 特征 标 表 决定 
了 如 的 所 有 不 可 约 表 示 的 等 价 类 ( 当 域 的 特征 为 0 时). 求 坦 给 定 
群 的 特征 标 表 是 群 表 示 论 的 重要 课题 . 从 本 节 起 ,我 们 将 陆续 介绍 
求 群 的 特征 标 表 的 一 些 方法 . 

有 限 群 G 的 1 次 表示 提供 的 特征 标 称 为 线性 特征 标 . 显然 1 
次 表示 Pp 提 供 的 特征 标 Xr 可 以 与 等同 ,因此 求 G 的 所 有 线性 特 
征 标 就 是 求 G 的 所 有 1 次 表示 ,而 所 的 1 次 表示 都 可 以 从 商 群 G/ 
G' 的 1 次 表示 所 升 得 到 |. 

群 6 的 非 线性 不 可 约 特征 标的 求法 需要 具体 问题 具体 分 析 . 
有 时 可 以 先 求 出 C 的 次 数 大 于 1 的 不 可 约 表 示 ,进而 得 到 非 线性 
不 可 约 特 征 标 ; 有 时 也 可 以 不 求 不 可 约 表 示 , 而 利用 不 可 约 特征 标 
的 正 交 关系 等 求 出 非 线 性 不 可 约 特征 标 . 

下 面 我 们 举 几 个 例 于 . 

例 3.3.1 求 二 面体 群 Ds= (as81la’ 二 1,65: 一 1 ,ba 1 二 a-!) 
的 衬 特 征 标 表 . 

解 ” 易 求 出 Ds 的 中 心 Z5De)= 人 ,a3); 从 而 可 求 出 Di 的 共 
范 类 有 6 个 ,其 代表 元 为 ; 11a,67 ya,8,ab. 因此 Ds 的 不 等 价 的 不 
可 约 实 表示 的 数目 * 委 6. 
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因为 ja 1 一 Ce 一 和 Et 所 届 人 0Di 因为 Dey a} 的 
阶 为 4; 所 以 它 是 abel 群 ; 从 而 (2 ) 习 Ds. 由 于 a 二 aba 1 国 性 
fay 守 了 D. 由 此 得 出 刀 = ta’). 因为 (a) 在 Ds: 中 的 4 个 陪 集 为 
ta), Kaa, ap, la}yab, 并 且 后 面 三 个 是 Dey ta*) 中 的 2 阶 元 ， 
所 以 Dei a?) 的 指数 为 2, 肥 ,Doi ta?) 是 Klein 四 元 群 . 由 于 实数 域 
包含 本 原 2 次 单位 很 一 1, 关 此 Ds/ta?) 有 4 个 1 次 实 表 示 , 把 它们 
提升 恒 得 到 Ds 的 4 个 1 议 实 表示 : 入 ;4 

Ds 同 构 于 正六 边 形 的 对 称 群 G=ta,8la 二 1, 庆 二 1 ;Bap :一 
a"), 其 中 a 是 绕 正六 边 形 的 中 心 O 的 转角 为 特 的 施 转 ,8 是 关于 
0 和 一 个 顶点 的 连 线 的 反射 . 令 

fam a, Br 有 
则 闫 是 De 到 如 上 的 一 个 同 构 映 射 , 从 而 外 是 症 的 一 个 忠实 的 2 
次 实 表 示 . 据 例 1. 3,4 知 ,从 不 可 约 , 9 提供 的 矩阵 表示 名 为 : 


1 3 

2 2 1 0 
Ta) 一 +* Bh) 一 | | 

/3 1 Id 一 1 

2 2 


令 :emae,5bmrp, 则 9 也 是 D; 的 一 个 2 次 不 可 约 实 表示 .PH 提 
供 的 矩阵 表示 为 
一 工 一 
2 


1 0 
(a) = B56) = | | 


3 
2 
1 0 一 ] 


2 2 
设 ,9 提供 的 特征 标 分 别 为 Xs ,Xs 因为 
Xa) = 1, Xela) 一 一 1， 
所 以 关 Xe- 因此 同 与 办 不 等 价 . 
我 们 已 经 求 出 了 DD。 的 6 个 不 等 价 的 不 可 约 实 表 示 , 于 是 可 写 
出 Ds 的 实 特征 标 表 如 下 ; 
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1 如 ar a 5 ab 
Xl 1 1 1 1 1 1 
Xe 1 1 1 1 一 1 —1 
Xs 1 —1 1 一 1 1 一 1 
x 1 —1 1 -1 一 ! 1 
Xs 2 1 —] 一 他 9 0 
Xs 2 一 工 一 工 2 oD 站 


例 3.3.2 求 交错 群 4 的 复 特征 标 表 . 

解 4, 的 共 颖 类 有 4 个 ,其 代表 元 为 : (1), (12) (34)， 
C123) ,<132). 因此 A, 有 4 个 不 等 价 的 不 可 约 复 表示 . 

因为 机 二 17), (C12) (34) ,C13)C24), 014)(23)}) ,所 以 A 有 3 
个 1 沈 复 表示 ,它们 可 从 3 阶 循环 群 4174 的 1 次 复 表示 提升 得 
到 . 

因为 |A|== 二 十 二 十 二 十 如; 所 以 4 一 3. 利用 第 二 正 交 关系 可 
以 求 出 ,从 而 可 完成 A 的 复 特征 标 表 如 下 : 


《了 《123K34) (123) (132) 
加 1 1 1 1 
XN 1 1 地 全 
Xa 1 1 mw mw 
Xn 3 一 | 性 D 


其 中 oo 一 去 (一 1 十 /3i). 

二 的 3 洪 不 可 约 特 征 标 还 可 以 用 田 一 种 方法 很 快 写 出 ， 
这 就 是 利用 下 面 将 介绍 的 * 次 双 传 递 置换 表示 包含 一 个 = 一 1 次 
不 可 约 表 示 的 定理 . 

我 们 首先 复习 一 下 群 6G 在 集合 避 上 作用 的 基 检 概念 和 基本 
公式 . 

设 群 G 在 集合 如 上 有 一 个 作用 ,对 于 x 部 旭 , 令 
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Gr) = 二 {yy 所 人 | 存在 g EG, 使 得 y = gx}， 
称 GCz) 是 zx 的 GG- 轨道 . 令 
G:— {g EGIgr = x}, 
则 G; 是 G 的 子 群 , 称 G. 是 = 的 稳定 子 群 . 
在 抽象 代数 课程 里 已 讲 过 , 若 有 限 群 G 在 有 限 集合 品 上 有 一 
个 作用 , 则 对 于 任意 zEQ, 有 
1Gl = 一 IC -|CGz 1 (1) 
并 且 着 yEGCz); 则 |G,i 二 |G.| ,Gy 一 hCG ,其 中 有 使 得 y= 有 x, 
引 理 3. 3. 1(Burnside 引 理 ) 设 有 限 群 G 在 有 限 集 合 人 上 有 
一 个 作用 , 设 介 被 划分 成 r 条 畦 道 ,用 下 (g) 表 示 g 的 不 动 点 集 ， 
则 ,FOCe) ={r€EN|gr=z). 则 
r= |G |F(e)|. C2) 


[性 亏 莘 
证 明 考虑 GX 的 如 下 子 集 : 
S= {(g,r) EGX Ogr = x}. 
给 定 gEGStg;") :一 {rEN|(g,T ES}=1rEDlgr= x) 
=F(g), 
另 一 方面 ,给 定 = 各 中 ,有 
Sr)》 一 信和 GEHEIT) ES 一 人 后 CGIgz 一 了 一 Cr- 
因为 2413(， 中 二 1S| = P15C-,z) 1 所 以 
三 +E 


> ,1PF(E)| = DG = Gr) 1: 1。| 
所 如 工 扎 丰 1 一 1 


= >IG| =r* 161, 


其 中 {zriyzs…zr) 是 如 的 -条 轨 道 的 代表 元 系 . 由 上 式 即 得 所 要 
求 的 (2) 式 、 上 
命题 3.3.1 设 群 G 在 集合 品 = {ziyrze) 上 有 一 个 作 
用 ,由 这 个 作用 引起 的 G 在 域 入 上 的 ?次 置换 表示 记 作 2 则 
XB) 一 [Fig)| 1, YaEG. C3) 
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证 明 因为 gg)z 二 groi 一 12,"… yn 所 以 
1， 当 gx = ris 
D， 当 gx Fz 
于 是 ,Xx(a)=triBleD)=|F(g)| :1. i 

推论 3.3.1 设 下 是 特征 为 0 的 域 , 设 有 限 群 G 在 有 限 集合 
全 上 有 一 个 作用 ,由 这 个 作用 引起 的 安 在 玉 上 的 置换 表示 记 作 困 
G 的 主 特征 标记 作 xz. 则 G 在 号 上 的 这 个 作用 使 号 划分 成 的 轨道 
的 数目 r 等 于 to 各》， 

证 明 因为 域 K 的 特征 为 0, 所 以 |F(g)| ，1 可 与 |F(g) | 等 
同 .由 Burnside 引 理 和 命题 3. 3. 1 得 


1 1 | 
一 -= > ， F 一 S 
r | [| {g) | Ea 8 


= Ee) = nk 1 
了 


由 推论 3. 3.1 和 命题 3. 2. 1 立即 得 到 

推论 3.3.2 设 招 是 有 限 群 ,天 是 特征 为 9 的 域 并 且 司 得 
DK G1,2.,8) ;其 中 D; 的 意义 见 本 章 32 开头 所 述 . 设 全 
在 有 限 集 合 品 上 有 一 个 作用 ,引起 的 团 换 表示 记 作 和 则 个 被 划分 
成 的 轨道 的 数目 r 等 于 G 的 主 表示 网 在 多 中 的 重 数 ， 1 

群 C 在 集合 9 上 的 作用 称 为 付 弟 的, 如果 对 于 任意 的 zyyE 
嫩 , 都 有 G 中 一 个 元 赛 g 使 得 gz 一 小 

容易 看 出 ,G 在 如 上 的 作用 是 传递 的 当 且 仅 当 如 在 G 的 作用 
下 仅 有 1 条 轨道 . 于 是 在 推论 3. 3.2 的 条 件 下 ,G 的 主 表示 名 在 G 
的 传递 置换 表示 ?中 的 重 数 等 于 1， 

群 G 在 集 台 吕 土 的 作用 称 为 双 传 递 的 ,如 果 对 于 任意 两 个 有 
序 二 元 组 (zzay, (noECXD, 都 在 在 G 中 一 个 元 寄 g 使 得 
Exzli 一 并 且 5zs 一 入 - 

显然 , 若 G 在 @ 上 的 作用 是 双 传 递 的 , 则 G 的 这 个 作用 也 是 
传递 的 ;并 且 对 于 每 一 个 开 E 辣 ,稳定 子 群 G. 在 吕 z) 上 的 作用 是 
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理 (g8) 的 人 元 一 { 


传递 的 ,从 而 G 在 癌 上 的 作用 把 旭 划 分 成 两 条 轨道 ， {zx} 和 人 
{x}. | 

定理 3.3.1 如 果 有 限 群 召 双 传递 地 作用 在 有 限 集 合 妈 上 ， 
设 BE) 一 人 区 号 18z 一 全 }， 刚 


BDF) 一 21C1|， Cd) 
和 
证 明 因为 G.(zEQ) 在 人 \{z} 上 的 作用 是 传递 的 ,所 以 
Tir = 1G.| = {51, (5) 
他 四 


其 中 下 (gg) 一 13 红 有 Niz}lgy 一 yy) ,这 里 &EG- 显然 ,对 于 &E 
Gz 有 |F(g)1= 二 1 十 |Fi(g)|. 于 是 得 到 
SF = GPR 一 21G-| 一 213 ce 
xs [| 


EG 


《6) 式 对 于 任意 zE 吕 都 成 立 . (6) 式 中 让 xz 跑 遍 忆 中 元 讲 , 求 和 得 
2 PFCE)| = 21G|. (7) 


工 二 有 rcE 富 。 

任 给 hEG, 如 果 有 hh 也 G:: 则 没有 不 动 点 ,从 而 |FCh) | 一 
0. 如 果 关 和 UG:, 因 为 上 有 iF(h) | 个 不 动 点 ,所 以 属于 |FCh)| 
个 稳定 子 群 里 ,从 而 (7) 式 左边 中 项 和 (8) | 出 现 了 1F (Rh) | 次 .于 是 
《7) 式 左边 为 


DD FO!l= DB FO = DIFOYL. 
ne Uc. EE 


FED 
由 此 即 得 > 1Fch) 一 2IGI、 | 
由 佐 归 


我 们 在 第 一 章 命 题 1. 3. 2 中 指出 : 若 域 K 的 特征 不 能 整除 
”, 则 对 称 群 S, 在 到 上 的 次 置换 表示 等 价 于 主 表示 与 一 个 一 1 
次 不 可 约 表示 的 直 和 . 现在 我 们 来 证 明 ; 双 传递 置换 群 也 有 类 似 
的 性 质 . 
定理 3.3.2 设 K 是 特征 为 0 的 域 ,如 果 有 限 群 G 在 KK 上 有 
一 个 次 双 传递 置换 表示 罗 则 9 等 价 于 主 表 示 与 G 的 一 个 一 1 
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次 不 可 约 表示 的 直 和 ,并 且 
XAg) = |Fg)| 一 1 YEC. (8) 
证 明 设 多 有 是 由 GG 在 元 集合 呈 ={z1;x23… xr} 上 的 一 个 
双 传 递 作 用 引起 的 置换 表示 ,其 表示 空间 为 


V= { Dx, 


令 人 一 (Dv: = Dd 3 = 0). 显然 ,V 与 V; 都 是 
7 的 它 不 变 子 空间 . 因为 域 入 的 特征 不 能 整除 ,所 以 了 一 三 由 
:把 8 在 YYy* 上 的 子 表 示 分 别 记 作 为 :区 则 Ye 印加 几 因为 
dimxV1 二 1, 所 以 pm 是 1 次 表示 .又 因为 (C8) (Dz) 一 上 Dg 
一 DT, 所 以 P(g)=1r gEC. 从 而 名 是 安 的 主将 示 . 显然 
多 的 次 数 为 x 一 1. 下 面 来 证 是 不 可 约 表示 . 因为 G 在 器 上 的 作 
用 是 双 传 递 的 ,所 以 (4) 式 成 立 . 从 而 
《Xe Xp) = Gl 2Xw (gee) 


1GI-: > PCgE : IF(g™)| 
二 


Ri 1,2,. ,4). 


| 


I 


1GI 一 2 F(T = |6|72|G1 = 2, (9) 
好 


gE 
其 中 第 三 个 等 号 利用 了 事实 ; IF | 二 1F(g)| (这 从 上 & 的 轮换 
分 解 式 可 着 出 ). 设 中 ,多多 是 旦 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 天 - 表 
示 :, 它 们 提供 的 特征 标 分 别 为 为 ,和 ，… ; 雍 - 设 

=a 人 DoD Da 
则 
‘Xpr Kp) 一 ( Daw, 2 aki) 一 27 Zia; XX). 

据 避 题 3. 2 的 第 2 题 知 ， 《和 一 他 好 其 中 di=dimxrD,,D. 的 意 
交 见 本章 有 2 开头 所 述 .于 是 得 到 

rt》 一 2 afd 《10) 
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国 为 名 在 ?中 出 现 并 且 呈 =1, 所 以 (10) 式 右边 中 ai 天 0 并且 
a 二 ai, 据 (9) 式 和 (19) 式 得 ==1 并 且 存 在 茶 个 7 使 得 a,=1， 
而 其 余 4. 二 0. 因 此 名 DB. 从 而 
及 
由 此 得 出 , 庆 十 二 各 十 各 ;所 以 各 二 向. 由 于 域 下 的 特征 为 0, 据 
定理 3. 2.4 得 ,gy 二 .因此 多 不 可 约 . | 
由 多 ~pDy 得 ,如 一 六 十 加- 因此 
Ve) = Xe ~ Xe} = F(ae)| 1, Yeeo. 1 
推论 3.3.3 当 >3 时 ,交错 群 A, 在 特征 为 6 的 域 玉 上 有 
一 个 w 一 1 次 不 可 约 表 示 少 , 并 且 
JE = Flg)| m1, YaAEA,.. (112 
证 明 不 难看 出 ,n 沁 3 时 ,4. 是 双人 传 递 帝 换 群 ,并 且 A 自然 
地 作用 在 := 元 集合 如 上 .由 定理 3. 3.2 即 得 结论 1 
根据 推论 3. 3. 3，4, 有 一 个 3 次 不 可 约 复 表示 , 它 提 供 的 特 
征 标 利 天 公式 (11) 可 以 立即 写 出 , 它 就 是 上 述 的 多. 
“ 例 3.3.3 求 4, 在 有 理 数 域 上 的 特征 标 表 . 
解 44 在 有 理 数 域 上 的 不 等 价 的 不 可 约 表示 的 数目 :不 超 
过 3, 的 共 轿 类 的 数目 4. 
因为 A 二 = 和) ,C12)C34), (C13) C24) ,C14)C23)); 所 以 A/A4 
是 3 阶 循环 群 , 由 于 有 理 数 域 不 包含 本 原 3 次 单位 根 , 因 此 3 阶 短 
环 群 4./4, 的 1 次 表示 只 有 主 表 示 ,; 从 而 A 的 1 次 表示 只 有 主 表 
未 各, 据 例 2, 3.4，3 阶 循环 群 人 ay 有 一 个 2 次 不 可 约 表 示 7 它 提 
供 的 矩阵 表示 更 为 . 
ow | 中， vee) — | ” 小 
1 0 一 】 一 1 
把 4,/4, 的 这 个 2 次 不 可 约 表 示 提 升 便 得 到 有 A, 的 2 次 不 可 约 表 
示 ,， 进 而 可 求 出 这 个 表示 提供 的 特征 标 . 
根据 推论 3. 3.3, 可 以 立即 写 出 4, 的 一 个 3 次 不 可 约 特 征 标 . 
现在 我 们 把 已 经 求 出 的 4, 的 三 个 不 可 纲 特 征 标 列 成 表 如 下 : 
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C1) (12) C034) C123) {132) 


4 在 有 理 数 域 上 还 有 没有 第 4 个 不 可 约 特征 标 ? 我 们 来 分 析 
这 个 问题 . 据 习 题 3.2 的 第 2 题 ， Xi: Xi? 一 人 jd, 其 中 十 一 出 mr 五 ， 


2 _ ， 
一 一 ,111s. 运用 这 个 结论 到 本 题 上 ,计算 
地 
< lL 一 -iS [Cg er) = 工 [1 十 3 十 4 十 4] 一 1， 
14 各 12 


由 此 得 出 mi 二 1; 计 算 
(XX) 一 十 [4 十 12 十 4( 一 (一 二 十 4( 一 1)( 一 1)]=2， 


由 此 得 出 ma 一 1 计算 ( 扩 ,入 ?一 二 [9 H3K 一 1 一 1 十 0 十 乓 一 1， 
由 此 得 出 mx: 一 3. 现在 5 十 Pas 十 Far 一 1 十 2 十 9 一 12 一 |4,| , 据 
定理 2.3.6 的 (i) 知 ,4 在 有 理 数 域 上 的 不 等 价 的 不 可 约 表示 只 有 
上 述 三 个 ,因此 上 面 列 出 的 表 就 是 4, 在 有 理 数 域 上 的 特征 标 表 . 

类 似 于 例 3. 3.3, 我 们 可 以 求 出 4, 的 实 特 征 标 表 , 它 与 4, 在 
有 理 数 域 上 药 特 征 标 玫 一 样 . 于 是 4, 有 唯一 的 3 次 不 可 约 实 特征 
标 入 ,从 特征 标 表 的 构造 过 程 知 道 , 加 是 4, 作为 双 传 递 置换 群 利 
用 推论 3. 3. 3 得 到 的 . 田 一 方面 我 们 又 知道 , A, 同 构 于 正四 面体 
的 旋转 对 称 群 ,这 个 同 构 上 映射 给 出 了 4 的 一 个 3 次 不 可 约 实 表 
示 , 它 也 提供 一 个 3 次 不 可 约 特 征 标 . 由 于 4; 的 3 歌 不 可 约 特征 
穆 只 有 一 个 ,因此 A 的 由 正四 面体 的 旋转 对 称 群 给 出 的 表示 等 
价 于 4, 的 双人 传递 置 换 表示 的 不 可 约 成分 由 

下 面 的 定理 3. 3.3 给 出 了 特征 标 表 三,-- 的 秩 . 

“定理 3.3.3 设 下 是 特征 为 0 的 域 , 则 有 限 群 G 的 特征 标 
表 的 秩 等 于 G 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 下 -表示 的 数目 ,从 而 局 的 
所 有 不 相等 的 不 可 约 特征 标 Ni Na 是 天- 线性 无 关 的 . 
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证 明 设 玉 二 (Xlgy)) x 其 中 gz,-… sgt 是 全 的 共 斩 类 
的 代表 元 素 系 . 设 瑟 ' = 二 (Yl(g7)),W' 是 rxXs 逢 阵 . 设 CCzs…， 
,是 避 的 全 部 共 示 类 , 令 号 ==diag (Cy ,1Cs|,… ;1C1). 采 用 上 一 
节 和 开头 的 记号 ,有 即 , Di 一 Homa (Ln (i 二 1;2;…)3). 令 di 一 
dimnxDiG 一 25). 据 习题 3.2 的 第 2 题 的 结论 ,我 们 得 到 

WDW* 的 (i, 让 元 == 人 (en [Cx C87) 一 dalG|. 
因此 ,WDW' 一 diagt1G|qy Ge |G1a,)- 从 而 WDW' 的 行 
列 式 |WDW?* |== 1 … 人 天 4 叉 据 线性 代数 的 Binet-Cauchy 
公式 ,|WDW" | 等 于 多 的 :级 子 式 与 DW'* 的 相应 的 :级 子 式 的 
葬 积 之 和 . 因此 WW 至 少 有 一 个 : 级 子 式 不 等 于 零 , 从 而 W 的 秩 等 
于 5. 由 于 Cfr(G) 宇 KR 所 以 刀 线性 无 关 ， | 


习 题 3.3 


1. 求 二 面体 群 D; 一 ta,5 1a 一 太 二 1,bap 1! 一 a7! 的 实 特 征 标 
表 ， 

2, 求 下 列 群 的 复 特 征 标 表 ; 

<1) 二 面体 群 DD,; (2) 四 元 数 群 C. 

3. 求 对 称 群 5, 的 实 特 征 标 表 . 

4. 求 4s 的 一 个 4 次 不 可 约 实 表示 及 其 特征 标 . 

5. 设 有 限 群 G 传递 地 作用 在 有 限 集 合 吕 上 ,对 于 <, 在 
Gs 的 作用 下 被 划分 成 的 轨道 的 条 数 记 作 ~(z) ,利用 Burnside 引 
理 和 组 合计 数 康 理 可 以 证 明 : 

rz) = 1G1-: |F(e) |’, 


其 中 F(g) 是 g 的 不 动 点 集 , 利用 这 个 结论 证 明 ; 着 有 限 群 G 在 有 
限 集 合 0 上 有 一 个 传递 的 作用 ,此 作用 引起 的 在 特征 为 0 的 域 
二 上 的 置换 表示 记 作 gp, 则 对 于 xEADN,G; 在 从 上 作用 的 轨道 的 数 
目 rtw) 等 于 (Xp; Xp). 
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6. 设 互 和 是 两 个 群 ,并 且 存 在 瑟 到 Aut(CV) 的 一 个 同 态 

di hrglhy). 把 ath) 记 成 a. 考虑 集合 
C= {hhE HyE Ni, 
在 避 中 规定 乘法 运算 如 下 : 

Chiry) * hes ys) hh yr * Gn Cy) ). 

《1) 验 让 G 对 于 上 述 狠 法 成 一 群 , 称 此 群 是 群 互 与 N 的 痒 
直 积 , 记 作 G=HKN; 

《2) 念 姜 "一 (人 (P1)| 天 人 五 )，N 一 人 yoEz) :证明 : 
HH,N'SEN; H'<GN’ SOHNMNN ={( HN: 
= 全 } 

(3) 车 把 4,1) 与 & 等同, 把 (1,y) 与 y 等 同 ; 则 有 hyh ' 二 
my) ,这 表明 由 同 态 a 引起 的 五 在 和 N 上 的 作用 是 共 郁 作用 . 

7. 设 人 是 3 阶 群 万 (5) 与 7 阶 群 N= {a} 的 平 直 积 ,其 中 
态 到 Aut (CN) 的 同 态 so 满足 ota) = 二 a 车 把 仿 ,1) 与 上 等同, 把 
7) 与 yy 等同 , 则 五 可 看 成 局 的 子 群 ,N 可 看 成 书 的 正规 子 群 ， 
并 且 

G= abla 一 1 全 一 1，5at 1 一 2)》， 
求 避 的 复 特 征 标 表 . 

“8. 群 G 的 一 个 复 表 示 9g 提供 的 特征 标 如 果 对 一 切 gE 
都 有 Xtg) 是 实数 , 齐 称 x 是 G 的 实 值 特征 标 - 设 CC 是 G 的 一 个 共 
辊 类 , 设 gEC, 把 gg' 所 属 的 攻 类 记 作 C7!, 着 C ==C, 则 称 C 
是 习 的 实 共 辆 类 . 

证 明 : 有 限 群 G 在 复数 域 上 的 实 值 不 可 约 特征 标的 数目 等 于 
G 的 实 共 罗 类 的 数 昌 . 

{提示 : 设 W 是 GG 的 复 特 征 标 宕 .G 的 不 可 约 特征 标 X 的 道 
步 特 征 标记 作 X" , 易 证 xX" ==X 当 且 仅 当 XX 是 实 值 特征 标 .把 W 中 
每 一 个 不 可 约 特 征 标 % 与 它 的 道 步 特征 标 x? 对 换 , 其 效果 为 对 
W 的 行 艇 了 .一 个 普 换 ,相应 的 置换 垂 阵 记 作 书 , 易 看 出 trCPI) 是 殉 
的 不 动 行 的 数目 , 亦 即 G 的 实 值 特征 标的 数 恒 . 类 似 地 ,把 多 中 
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每 一 个 共 诺 类 人 C 与 C 对 换 , 其 效果 为 对 W 的 列 作 了 一 个 路 换 ， 
相应 的 置换 矩 阵 记 作 久 ,和 易 看 出 trtQ@) 蚌 全 的 不 动 列 的 数 昌 , 亦 即 
C 的 实 夫 轿 类 的 数目 . 去 证 PW=WQ. ) 

“9. 证明; 有 限 群 6 在 复数 域 上 看 在 非 主 特征 标 葛 实 侍 不 可 
约 特 征 标 当 且 仅 当 C 的 阶 为 偶数 . 

(提示 ; 充 今 性 : 苦 1C|1 为 侦 数 , 则 人 有 2 阶 元 ,从 而 如 至 少 有 
两 个 实 共 轿 类 . 必要 性 ;用 反 证 法 ,假如 |G| 为 奇数 , 设 忆 是 的 实 
共 辑 类 , 任 取 gEC, 因为 -和 CC， 所 以 存在 并 车站 使 得 BT 一 
8 去 证 xECclg). 由 于 IG | 为 奇数 ,所 以 x 与 z 同 阶 ,从 而 
《CT 一 <r) ,于 是 xzE 《zx)CColg). 出 此 去 证 g 一 1. ) 


$4 从 特征 标 表 看 群 的 一 些 性 质 


群 G 的 特征 标 表 包含 了 有 关 G 的 结构 的 大 量 信 息 , 我 们 要 学 
会 如 何 从 妇 的 特征 标 表 看 出 C 的 一 些 性 质 . 


4.1 从 群 如 的 特征 标 表 可 以 求 出 6 的 全 部 正规 子 舒 


定理 3.4.1 设 N 是 有 限 群 G 的 正规 子 群 , 设 域外 的 特征 不 
能 整除 1G1, 设 站 :多多 是 G 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 玉 - 表 示 ， 
则 NN 是 若干 个 Kerg 的 交 . 

证 明 考虑 商 群 G/N 的 正则 表示 的 提升 gp; 我 们 有 Fe) 一 
P(EN) ,YY gEG. 从 第 一 章 32 我 们 知道 NCKerg 现在 我 们 进 
一 步 证 明 N 一 Kerg; 设 六 是 的 表示 空间 ; 则 

gEKerp > Hg PEN)S=1 > gNE Kerp. 
因为 正则 表示 是 忠实 的 ,所 已 gNEKerp 人 > gN=N <> g 
EN, 这 就 证 明了 N= Kerg 

因为 域 太 的 特征 不 能 整除 |G|, 所 以 可 设 9 二 四 外 四 ms 站 四 
“mg; 其中 融 : 宇 0 二 1,2,-… 43), 如果 mm 二 0 的 项 不 写 出 , 则 可 
设 9 sm 久 中 mr 务 四 …… 四 mm 和 ,其 中 mr 人 0G 一 1 2 .于 是 
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相应 的 矩阵 表示 满足 下 述 关 系 ; 对 任意 gEC, 有 


S$ tg) 


$8) 
BEIS = + 
全 . Cg} 


(8) 


由 此 得 出 ,gE Kery 寺 > 男人 人) 一 大人 Be)=I0=1,2, 1) 


< gE Kerg, (i=1,2,.%") > gE 人 Kerw ,其 中 I 是 单位 矩 
阵 , 其 级 数 分 别 等 于 表示 gg, 的 次 数 . 


综 上 述 得 : N= [Kerp,. | 
根据 定理 3. 4. 1, 只 要 求 出 了 G 的 所 有 不 可 约 表 示 的 核 ,就 可 
以 求 出 G 的 全 部 正规 子 群 .那么 如 何 从 G 的 特征 标 表 看 出 开 erg 
呢 ? 这 需要 下 面 的 命题 ; 
命题 3.4.1 设 如 是 指数 为 加 的 有 限 群 ,天 是 复数 域 的 子 域 
并 且 包 含 本 原 xr 次 单位 根 , 设 8 是 G 的 任 一 下- 表示 , 它 提供 的 特 
征 标 记 作 %, 则 
Kery = {g € GIxtg) = xX(1))}, 
证 明 gEKerp > $lg)=J > Xlg) 二 X(1), 其 中 第 二 
个 等 价 条 忻 是 根据 命题 3.1.13 的 Gv). 1 
从 命题 3. 4. 1 和 定理 3. 4.1 得 出 ,如果 域 玉 是 复数 域 的 子 域 
并 且 包 含 本 原 m 次 单位 根 ( 其 中 zm 是 G 的 指数), 则 从 GG 的 天 - 特 
征 标 表 就 可 以 求 出 G 的 全 部 正规 子 群 . 
例 3.41 求 4, 的 全 部 正规 子 群 . 
解 ”从 例 3. 3.2 的 4, 的 复 特征 标 表 可 以 看 出 : 
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Kerg = A,; 

Kerg, 一 Kerg = {1(1) ,C12)C34), (13) (24) ,C14) C23)}; 
Kerg, = {(1)}. 

因此 ,A 的 全 部 正规 子 群 是 ; 4 161) ,A 


4.2 从 群 6 的 特征 标 表 判 断 是 藻 为 单 群 


命题 3.4.2 设 避 是 有 限 群 , 域 玉 的 特征 不 能 整除 1c|1 , 设 印 ， 
旬 ;…" :凡是 局 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 下 -表示 ,其 中 是 主 表 示 . 出 
G 是 单 群 的 充分 必要 条 件 为 对 任意 放 2<ssisss) 都 有 开 er 内 一 {1). 

证 明 ” 训 分 性 ” 若 对 任意 基 2<i 生 5) 者 有 天 etrg 一 们 }, 则 人 尾 
意 个 g 的 核 的 变 等 于 (1 下) 或 如 据 定理 3.4. 1 得,G 的 正规 子 群 只 
有 {11+ 和 所 ,从 而 避 蚌 单 群 . 

必要 性 ”假如 有 革 个 j(2 所 j 所 5) 使 得 Kergpy 了 和); 由 于 多 不 
可 约 , 必 有 Kerg 了 GG( 否 则 ,对 一 切 gEG, 痢 有 gg) 二 1v; 于 是 所 
有 lg)2 有 公共 的 特征 向 量 , 据 命题 1. 3.1 得 ,有 1 维 G 不 变 子 
空间 . 由 于 多 不 可 约 , 因 此 另 必 是 1 次 的 . 又 由 于 (8) 二 ly1¥ & 
EG 所 以 二 有 ,这 与 7j 尖 1 矛盾). 这 时 Kerg 是 GG 的 非 平 几 正规 
子 群 ,从 而 6 不 是 单 群 。 上 

车 域 下 是 复数 域 的 子 域 并 且 包 会 本 原 mm 次 单位 根 ( 其 中 避 
是 有 限 群 @ 的 指数 ), 则 利用 命题 3.4.1 和 3.4.2, 可 从 G 的 处 特 
征 标 表 看 出 G 是 否 为 单 群 . 


4.3 从 群 上 的 特征 标 表 求 G 的 换 和 位 子 群 


命题 3.4.3 设 品 是 指数 为 总 的 有 限 群 , 域 民 包含 本 原 m 

次 单位 根 , 则 GG 蔡 换 位 子 群 G 是 如 的 所 有 1 次 关 - 表 示 的 核 的 变 . 

证 明 据 命 题 1. 2. 2,G 的 每 个 1 次 下 -表示 是 G/G' 的 某 个 1 

次 天- 表示 的 提升 . 设 鱼 ,名 ;…;: 甸 是 GAG' 的 全 部 1 次 下 -表示 ;把 

它们 提升 得 到 入 ,多 ,8 便 是 的 全 部 1 议 下 -表示 . 因为 plg) 
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(gO) (=1,2 spa 有 EC 所 以 我 们 有 
gE 门 Kerg o> gO € | Kerg. 


因为 域 KK 包 会 本 原 mr 光 单 位 根 , 所 以 下 包含 所 有 mm 次 单位 
根 . 由 于 GA/G 的 指数 + 是 m 的 因子 ， 所 以 了 次 音信 和 一 定 也 是 
次 单位 根 ,从 而 KK 包含 本 原 r 深 单位 根 . 据 定理 1.5.1;,G/G' 的 每 
一 个 不 可 的 玉 - 表 示 是 1 次 的 .因此 ,qa; 和 5，… . 册 是 G/C 的 全 部 丰 


等 价 的 不 可 约 玉 - 表 永 . 据 习 题 3. 1 的 第 2 题 知 六 Ker@ 一 1G). 


综 上 述 知 ,gE [Kerg<>gG 一 0 < 之 g EY ,由 此 得 出 ， 


= 人 Kerg. | 
显然 ,如 果 甸 是 GG 的 1 深 下 -表示 ,其 中 天 是 任 一 域 , 则 从 
(8g) 一 1 可 以 得 出 B(g) 一 (1), 从 而 gE Kerg. 反 之 显然 , 因此 若 
吕 是 已 鸭 1 雇 天 -表示 , 则 Kerg= {gE€c0lxXtg)==1}. 守 是 从 GG 的 
特征 标 表 可 以 看 出 G 的 1 次 表示 的 校 ,然后 利用 俞 题 3. 4. 3 可 以 
求 出 全 ,这 里 只 要 求 下 是 包含 本 原 mr 次 单位 根 的 域 . 
4.4 从 群 G 的 特征 标 表 求 G 的 共 固 类 里 元 素 的 数 日 


命题 3.4.4 设 G 是 有 限 群 ,KK 是 特征 不 能 整除 |G| 的 域 并 

且 使 得 姜 六 兵 人 一 1,2 5 设 厂 交 是 马 的 所 有 不 相等 

站 ; 设 Ca * ,CC, 是 局 的 全 部 共 斩 类 ,gjE CC7 一 
8 由 


| 一 G1/ Scarce 7= lo ys 
证 明 ” 据 第 二 正 交 关系 得 
Berer) = ICe#) | = ET 


了 | 
由 此 即 得 1C;| 的 公式 . 1 
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在 命题 3. 4.4 的 菜 件 干 , 据 定理 2.3.6 的 (ii 1 等 十 妇 的 
所 有 不 等 价 的 不 可 约 表 示 的 次 数 的 平方 和 . 于 是 再 据 命 是 3. 1. 1， 
便 可 以 内 G 的 特征 标 表 求 出 |G1. 特别 地 ,如 果 域 下 的 特征 为 0， 
DK, i=1,2,… ;4; 则 


[G1 = DRO 
例如 ,在 策 3. 3.2 中 已 给 出 4, 的 复 特征 标 表 ,我 们 来 求人 23) 
所 在 的 共 斩 类 里 元 素 的 数目 ， 


12761 .1 十 嫩 。o2 十 oo。 和 十 日 。0) 一 


2 _ 
3 一 和 


4.5 从 群 如 的 特征 标 表 求 G 的 中 心 Z(G) 


从 群 上 的 特征 标 表 求 G 的 中 心 ZCG) 有 两 种 方法 ; 

方法 一 “” 国 为 台 的 中 心里 的 每 个 元 素 自 成 一 个 共 斩 类 ,所 以 
ZLG) 等 于 元 素数 晶 为 1 的 共 斩 类 的 并 集 . 利用 命题 3 4. 4 即 可 求 
出 Z(G) ,这 里 要 求 乓 的 特征 不 能 整除 JGCj 并且 全 并 (一 1 ,2， 
se) . 

方法 二 仿 Z00) :二 {gEGI|XCg}| 二 X14)}, 这 里 XxX 是 有 限 
群 如 的 任 一 复 特征 标 , ZX? 称 为 % 的 中 心 . 设 入 和 是 安 的 
所 有 不 同 的 不 可 约 复 特征 标 , 据 习题 3. 1 的 第 5 题 可 知 ,Z(G)= 


月 20 由 于 20X2? 可 以 从 G 的 复 特征 标 表 看 出 ,从 而 可 求 出 
ZC). 


4.6 特征 标 表 能 否决 定 群 的 同 构 类 ? 


- - 般 说 来 , 群 G 的 特征 标 表 不 能 决定 G 的 乘法 表 , 因 此 ,特征 
标 表 相同 的 群 不 一 定 同 构 . 例如 二 面体 群 记 , 与 四 元 数 群 有 相同 
的 复 特征 标 表 ,但 它们 不 同 构 . 
下 面 的 命题 说 明 : G 的 特征 标 表 能 决定 避 的 共 力 类 的 类 和 的 
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飞 法 表 . 

命题 3.4.5 设 避 是 有 限 群 , 域 天 的 特征 不 能 整除 |1Gi 并 且 
DD: 宇 KK 人 一 1 2 设 和 是 双 的 所 有 不 同 的 不 可 约 
天 -特征 标 , 设 C1,Czs"*;C, 是 G 的 全 部 共 轿 类 ,C; 里 元 泰 的 和 记 
作 ;GC 的 世 表 元 为 g:( 二 1,2,… ,s). 设 


Cj; = DV aer, in 七 下 ，] ij 《1 
z=1 
则 


_ [cllG, 5 Xag OXIX EY) 


IG| Xl) (2) 


加 1 


其 中 1&1i jms, 

证 明 ”在 定理 2. 3.4 的 证 明 过 程 中 已 指出 ; ci ,cs;… sc, 是 群 
代数 KG 的 中 心 ZC(KG) 的 一 个 天 - 基 , 因 此 可 以 假设 () 式 成 立 . 
下 窗 的 工作 是 要 来 计算 系数 ajy， 

设 emez…e, 是 天 G 的 金 部 中 心 本 原 攻 等 元 ,并 且 让 we 与 蕊 
对 应 中 二 1,2,"… ,5. 根据 习题 3.2 的 第 1 题 , 有 


SA a 
= |C.| 之 Tie i= 1 ,2p sg. 《3) 
把 <3) 代 入 (1) ,并 且 比 较 等 式 两 边 e 的 系数 ,得 
人 XE 
clo St — Penlcl 全 ‘4) 


在 (4) 式 两 边 磁 以 (a!) ,并 旦 对 * 求 和 得 
cil ci 5 XE Xe XCga) 


| 
* <5) 


一 > aalcl Dg OX). 
”利用 第 二 正 交 关系 ,(5) 式 右边 等 于 mCs | |Cotga)|, 即 a G1. 
代 回 (5) 式 便 可 求 出 ww 的 表达 式 为 (2) 式 . 1 


命题 3. 4. 5 中 的 am Css) 称 为 代数 ZCK[GJ]) 对 于 
] 1 和 8 


天 - 基 {eica ce 的 结构 常数 ,它们 完全 决定 了 ZKETG]) 的 匀 
法 . 由 于 xim 被 G 的 特征 标 表 决定 ,因此 G 的 特征 标 表 能 次 定 避 的 
类 和 的 乘法 表 ， 
车 G 是 有 限 abel 群 , 则 G 中 短 个 元 素 自 成 一 个 共 固 类 ,此 时 
(1) 式 和 (2) 式 分 别 成 为 
= Dore, 


1=w1 
= | 二 Da de ) ， 


于 是 G 的 特征 标 表 完全 决定 了 G 的 乘法 表 , 从 而 如 果 两 个 有 限 
abel 群 的 特征 标 表 相 同 ( 经 过 适当 的 行 的 调换 或 烈 的 调换 后 相 
同 ), 则 它们 同 棕 . 

我 们 还 可 以 从 另 一 角度 说 明 有 限 abel 群 的 特征 标 表 决定 了 
群 的 同 构 类 : 设 G 是 指数 为 m 的 有 限 abel 群 , 玉 是 包含 本 原 z 次 
单位 根 的 域 , 则 据 定 理 1. 5.1,G 的 每 一 个 不 可 约 天 -表示 是 1 次 
的 ; 据 定理 1. 5.3,G 的 不 等 价 的 1 次 天 -表示 的 数目 等 于 1Cil ,并 
再 的 所 有 1 次 天 -表示 组 成 的 集合 G 对 于 如 下 规定 的 乘法 运算 

(BPIEY :Age), BR EG gESG 

成 为 一 个 群 , 称 避 是 GG 在 天 上 的 特征 标 群 .定理 1.5.3 已 证 明 心 
衬 G. 由 于 避 的 1 次 天 -表示 可 以 腿 它 提供 的 特征 标 等 同 ,所 以 侣 
也 就 是 由 abel 群 G 的 所 有 1 次 特征 标 % ,Xs,… ,组 成 ,其 中 = 
1G1. 这 也 就 是 称 避 是 G 的 特征 标 群 的 原因 . 显然 ,G 的 特征 标 表 
完全 决定 了 避 的 乘法 表 . 于 是 ,如 果 两 个 有 限 abel 群 G1,G; 的 特 
征 标 表 相同 (经 过 适当 的 行 置 搞 或 列 算 换 后 相同 ), 则 G 与 Ce 同 
构 , 从 而 〇 与 Cs 同 构 . . 

设 G 是 有 限 非 abel 群 ,由 于 2 人} 里 的 每 个 元 素 在 G 中 自 成 
一 个 共 轿 类 ,因此 从 忌 ) 和 (2) 式 知道 ,G 的 特征 标 表 完全 决定 了 
Z(G) 的 乘法 表 . 从 而 如 果 Gi 与 Gs 的 特征 标 表 相同 , 则 ZcG,) 与 
Z(G2) 同 构 . 
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4.7 从 群 恕 的 复 特 征 标 表 可 以 做 出 它 的 商 群 的 特征 标 表 


命题 3.4.6 设 N 是 有 限 群 GG 的 正规 于 群 ,天 是 任 一 域 , 设 
Ps 是 GG 的 所 有 不 可 约 天 -表示 使 得 N 守 Kerg (i 一 1,2， 
,1). 设 委 是 对 于 正规 子 群 N 的 分 解 ,i 一 1,2,…,t. 风 ,名 ， 
…, 曙 是 G/N 的 全 部 不 等 价 的 不 可 约 民 - 表 水. 

证 明 从 第 一 章 32 知道 ,由 于 NCSCKerg, 所 以 8 可 以 对 于 
正规 子 群 N 分 解 得 到 名 ,其 中 gl(gN}: 一 pg) ,VY sgNEGI/N. 多 
的 提升 是 g. 根据 命题 1. 3. 3, 由 于 锡 不 可 约 ; 所 以 甬 也 不 可 约 . 仍 
据 命题 1. 3.3, 商 群 S/N 的 任 一 不 可 约 表示 的 提升 是 G 的 不 可 约 
表示 ,并 且 它 的 核 和 包含 N. 因此 , 风 : 旬 :只 是 CA 的 全 部 不 等 价 
的 不 可 约 KK- 表 示 . 1 

命题 3.4.7 设 和 N 是 有 限 群 日 的 正规 子 群 , 记 G=G/N,E 二 
8N- 则 对 - - 急 gEG, 有 

[Cetg)| & ICetg?)l. 

证 明 设 员 : 维 ,… :内 是 它 的 所 有 不 可 约 复 表示 使 得 六 三 
Kerg (i 二 1,2,… 设 生 对 于 正规 子 群 六 的 分 解 是 色 , 据 命题 
3. 4.0， 另 多 9 欠 是 GAN 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 复 表示 . 设计 
和 分别 是 名, 台 提 供 的 特征 标 , 则 和 (BE) 二 (8) ,VY EEC 一 1,2， 
…,t. 于 是 据 第 二 正 交 关系 得 

1Ce 二) 上 一 DRIEE ') 一 > 1 可) | = E273 


三 ] 


去 > [Xa | 一 Cegey 
i 二 1 


其 中 Kis as Ns Nt aN 是 CG 的 所 有 不 相等 的 不 可 约 复 特征 
标 ， 1 
命题 3.4.8 设 N 是 有 限 群 局 的 正规 子 群 , 设 qn, ，… 是 
上 G 的 所 有 不 可 约 复 表示 使 得 NCKerg(i 二 1,2,…,) ;如 提供 的 特 
征 标记 作乱 全 一 1 2 9 ;其 中 | 是 局 的 主 特征 标 . 设 jj, gi ， 
120 


gE, 是 马 的 其 扳 贡 的 代表 元 系 . 则 gjN 与 grN 在 GAN 中共 辊 的 充 
分 必 朗 条 件 是 Cg) 一 C8 一 1 2 

证 明 设 吕 对 干 正规 子 群 入 的 分 解 是 如 人 二 1,2,… ,1) ;于 是 
名: 加 是 GAN 的 全 部 不 等 价 的 不 可 约 复 表示 . 旬 提供 的 特征 
标记 作 庆 ,i 一 1,2,…yt 则 (gD 二 (8) oY gEG., 

车 gjN 与 giN 在 G/N 中 共 轮 ,风色 (CgjN) 一 庆 (giND) ,从 而 
XE) XE i st 

友之 ,车 (8 站 二 XtgD) 1 一 1;24…… yf; 则 有 


DKgN YCg ND) = 2 XBONX BR; ) 
1=1 


= De Tey 一 Pivot 


由 于 六 Cg 一 1， 所 以 上 式 不 等 于 过 据 第 二 正 交 关系 知 ， B82N 与 
giN 在 G/N 的 同一 个 共 因 类 里 ， | 

利用 命 琶 3. 4. 6 和 命题 3. 4. 8, 我 们 可 以 从 GG 的 复 特征 标 表 
求 出 商 群 G/N 的 复 特 征 标 表 . 


习 题 3.4 


1. 求 下 列 群 的 全 部 正规 子 群 : 

《1) 四 元 数 群 ; 

《2 GCG= (aba = =1bab 一 4 
2. 设 群 G 的 复 特 征 标 表 如 下 ，: 


EE Bs EB Bs 


请 


如 站 


SE 一 Ec 


其 中 we 有 

(1) 求 1G| 以 及 殷 的 各 个 共 斩 类 的 元 素数 目 ; 

(2) 求 G 的 全 部 正规 子 群 (只 要 求 弄 出 每 一 个 正规 子 群 由 哪 
些 其 孝 类 组 成 以 及 该 子 群 的 阶 ); 

(3) 求 G 竟 换 位 子 群 GG (要求 同 (2))， 

(4) 求 G 的 中 心 Z(G) 《要求 同 (2))，; 

(5) 他 是否 为 可 解 群 ? 

(6) 说 明 G 是 它 的 Sylow2- 子 群 与 Sylow3- 子 群 的 半 直 积 
( 注 : 群 G 如 果 有 - -个 和 正规 子 群 NN 与 一 个 子 群 瑟 使 得 NE 一 G, 并 
县 NM 吾 二 (11); 则 称 台 是 它 的 子 群 N 与 五 的 半 直 积 , 记 作 GG= 
N X 五 .与 习题 3.3 的 第 6 题 比 较 , 可 以 看 出 ;者 G 是 群 N 与 群 石 
的 半 直 积 , 列 避 是 它 的 子 群 N'* 与 瑟 " 的 半 直 积 , 其 中 和 N*, 玉 "的 
定义 见习 古 3. 3 的 第 6 题 }; 

(7) 求 G/Z(O) 的 复 特征 标 表 . 

3. 设 G 是 指数 为 sm 的 有 限 abel 群 , 玉 是 包 售 本 原 六 次 单位 
根 的 域 ,GG 是 G 在 拓 上 的 特征 标 群 .对 于 G 的 性 -- 特 征 标 xX, 它 的 
逆 步 特征 标记 作 x“* .证 明 : 对 于 XES ,有 1! 二 X*. 

4. 没 6 是 指数 为 m 的 有 限 abel 群 ,KK 是 包含 本 原 m 次 单位 
根 的 域 , 证 明 避 的 特征 标 表 的 第 一 行 ( 列 ) 的 行 ( 列 ) 和 为 |G|*，1， 
其 余 行 ( 列 ? 的 行 ( 列 ) 和 为 0. 


$5 不 可 约 复 特征 标的 次 数 的 性 质 


本 节 和 将 证 明 一 个 重要 结果 :有 限 群 G 的 任 一 不 可 约 复 特征 标 
的 次 数 能 整除 G 的 阶 . 
我 们 需要 一 些 预 备 知 识 . 
定义 1 一 个 复数 ” 称 为 代数 整数 ,如 果 它 是 首 项 系数 为 1 
的 整 系数 多 项 式 的 根 . 
显然 , 任 一 整数 是 代数 整数 ,今后 我 们 把 整数 称 为 有 理 整 数 . 
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我 们 用 2 对 j 表 示 复 数 域 C 中 包含 整数 环 Z 和 复数 = 的 所 有 
子 环 的 交 , 也 就 是 Z 添加 2 得 到 的 CC 的 子 环 . 抽 蒙 代数 课程 已 证 明 
z[e] 是 a 的 整 系数 多 项 式 组 成 的 集合 . 

命题 3 5.1 复数 4 是 代数 整数 当 且 仅 当 Z[Laj 是 有 限 生成 的 
Z- 模 . 

证 明 若 e 是 代数 整数 , 设 a 的 极 小 多 项 式 为 

mtr} 二 rar 二 ta aE Zl EiCr, 
则 w= 一 yo! 一 一 @y. 由 此 得 出 Ze 是 由 ee ayl 生 
成 的 五 模 . 

反之 , 若 Z[aj 是 有 限 生 或 的 Z- 模 , 设 它 的 一 组 生成 元 是 
方 ta f(D), ,f(a), 选择 一 个 正 整数 NN 使 得 站 全 degFCzr)， 
Ti 因为 站 EZLaj ,所 局 一 上 Ca 十 二 机 (9) EZ， 
1Ai<n. 这 说 明 a 是 多 项 式 江 一 刀 放 Cr) 一 一 一 Bf.《x) 的 根 , 因 
此 a 是 代数 整数 ， 上 

命题 3. 5.2 所 有 代数 整数 组 成 的 集合 是 忆 的 子 环 , 它 与 有 
理 数 域 的 交 是 有 理 整 数 集 ， 

证 明 和 任 取 两 个 代数 整数 ap6. 设 Z[a] 的 一 组 生成 元 是 
f(a) f(a); Z[B8] 的 一 组 生成 元 是 (8) ,hs58) 


ha C8) ,MW 2[a] = zf, ZLp] 一 2 ap 从 而 


z[a,8] = Z[eJ[8] = P28 《oa = > Dzh, CA) fi(a), 


因此 Z[a,8] 是 有 限 生成 的 z- 模 . 因为 主 理想 整 环 上 有 限 生 成 模 的 
子 模 是 有 限 生 成 的 ,所 以 Z[a 十 站 ,Z[e 一 户 ,ZLaB8j 都 是 有 限 生成 
的 . 从 而 a 土 8,e8 都 是 代数 整数 . 因此 所 有 代数 整数 组 成 的 集合 是 
C 的 子 环 - 

若 代 数 整 数 < 是 有 理 数 , 设 s 一 2/z, 其 中 人 tp 一 1, 且 也 > 盖 0， 
设立 的 极 小 多 项 式 为 mtx)= 二 zx 十 aix 十 … 十 ai; 则 有 

和 一 一 palg dp 
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由 此 推出 glgq". 由 于 {pp,9)= 二 1; 所 以 p 王 1. 从 凋 & 是 有 理 怎 数 . 1 
命题 3. 5.3 设 G 是 有 限 群 .对 于 任 一 EIrCG), 设 ww; 是 
CLGJ 到 CC 的 一 个 映射 , 它 的 定义 如 下 ; 


XTC) 
Fx Y4ECIG]. 


w(tA) = 
则 
(1 ww(ATB)=w AHB YY ABECLG]: 
Ci) whA)—= RwA), VV AECLGI AEC:; 
(iiy w AB}=w (ANw (BY, YY AEZCLGD) BECLG)]; 


(iv) rwi(e,) 是 代数 整数 ,其 中 6c; 是 G 的 任 一 共 天 类 CC; 的 类 


证 明 “GD 和 (io 是 显然 的 . 
(ii) 设 eyea…ye 是 CLGJ 的 全 部 中 心 本 原 和 之 等 元 ,并且 e 
与 对 应 .7 一 1,2, 呈 5, 从 引 理 3. 2.1 的 证 明 过 程 知 
天 Ce) = DMI， YEEG. C1) 
于 是 wi (ej) 一 wlej 1 一 bi 对 于 任意 4E2ZCCIG]), 设 


A 一 hos 其 中 hEC. 我 人 有 wi(4) 一 > hwle) 一 二 ,于 是 


及 二 2 wiCAyej. 因 此 对 于 任意 gE€G, 我 们 有 


Xx; {ejg) 


世人 =ro, CA Cg). 


wi(AgY 一 Dw A eig) 一 Dh) 
由 此 得 出 ,对 于 任意 BE c[G], 我 们 有 有 
.wtAB) = wt AYrw BB). 
(Civ) 设 CI Cer sl, 是 GG 的 所 有 共 胃 类 ,ec; 是 已: 的 类 和 和， 则 
cc 一 Dmoweisl 之 让 之 s. 因为 此 式 的 左边 是 中 元 素 的 整 系 


数 线性 组 合 ,所 以 mx 是 整数 ， TS 六 并 SS 任意 给 定 i {1 ys 
s} ,从 上 式 得 到 
124 


we w(te) = Pmtc) 1 让 (2) 


i=1 


辕 定 j, 由 (2) 式 得 出 
two; Cc) my ra ons) [rete) 
ve, Ce,) Hs Mj oo aj) wt(es 


假如 wwe) 二 一 wc) 二 0, 则 对 一 切 AE (ZCCLG]? 有 wtA)== 
0. 据 {证} 的 证 明 过 程 知道 ,对 于 AEZCLGD, 有 


A= Pw, CADe,. 


由 此 推出 对 一 . 矿 AEZCLGD. 4 可 以 由 @iyesr- yelierir,e, 
线性 表 出 ,这 与 e116:;… ve 是 ZCCLGj) 的 一 个 基 牙 盾 . 故 (3) 式 表 
明 wi;(e)) 是 整 系数 矩 阵 Cmjw}) 的 特征 值 , 从 而 它 是 代数 整数 ， 上 
注 由 于 1=ei 十 gz 十 一 十 6;; 所 以 w,(1)= 二 1, 再 辣 全 上述 命题 
的 人 Ci 和 fi 可 得 出 :mw 是 ZCCL[G]) 到 CC 的 一 个 我 数 同 态 ,并 


是 对 于 AEZCCEHG]) 有 有 A= waAye,. 


推论 3.5.1 设 XElIrG). 则 对 于 AEZ(C(CLGJ]? 和 BE 
CEG], 有 


KCIXCB) 
XA TF 


定理 3. 5.1 有 限 群 G 的 不 可 约 复 特征 标的 次 数 整 迭 |C|， 
证 明 设 g; 是 GG 的 共 辊 类 C; 的 代表 元 ,7 一 1 2 设 
EIrG); 则 由 第 一 正 交 关系 得 
IG| = Ye rtg er). (5) 


jl 


‘4} 


my 
人， [C8;) - 一 一 
Xtg; 1) = wc XE). C6) 
1 — Di Zs 


(gj 中 是 吉 De mm 是 局 的 指数 ), 因 此 它 是 代数 
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整数 . rwutkeci) 也 是 代数 整数 . 于 是 (6) 式 右边 是 代数 整数 ,从 而 左边 
[G1 


[G9| 
也 是 代数 整数 . 又 由 于 7 品 j 是 有 理 数 , 据 命题 3.5.2 得 , 全 是 


有 理 整 数 . 由 此 推出 XIGIl | 
可 题 3.5 


1. 设 C 是 有 限 群 ,加 + 光 29 基 人 的 所 有 不 同 的 不 可 约 复 
特征 标 Ci C2, 是 (i 的 全 部 共 因 类 ,ce; 是 C, 的 类 和 iEC, 
(j 王 1,2,… ,5). 设 和 是 G 的 复 表 示 8 提供 的 ,由 4 扩充 成 的 
CLG] 的 表示 记 作 gr?, 它 提供 的 特征 标记 作客 二 1;2,"…,s). 证 
明 ， 
1C | 六 (CS 

XC1) 
其 中 了 是 单位 和 矩阵, B:* 是 提供 的 给 阵 表 示 . 


(提示 : 证 法 一 利用 本 节 公式 4 一 了 )w,(4)e; 对 于 A€ 


ZKCLG]) 以 及 wwitey) 的 公式 ,然后 利用 引 理 3. 2. 1 的 证 明 过 程 中 
关于 ?Ce)) 的 公式 . 

证 法 二 去 证 FF (cj) 与 一 切 Cg) 可 交换 (gEG); 然 后 利用 习 
题 2.2 的 第 7 题 .) 

2. 证 明 , 车 G 是 一 般 线 性 群 GL(2,C) 的 有 限 子 群 并 且 G 是 
单 群 ,; 风 GS 必 为 abel 群 ,从 而 忆 同 构 于 素数 阶 循环 群 ， 

(提示 ; 只 要 去 证 G 有 一 个 忠实 的 2 次 可 约 复 表示 . 据 习题 
1.3 的 第 1 题 ,GL (C2,C) 在 向 量 空间 V=C 上 有 一 个 忠实 的 2 次 
不 可 约 复 表示: gCADa 二 4ay aEV AEGL(2,C), 用 反 证 法 汪 
明 gp 在 G 上 的 限制 是 可 约 的 .) 

3. 证 明 ; 任 一 非 abel 有 限 单 群 各 没有 2 次 不 可 约 复 表示 . 

‘提示: 利用 第 2 题 的 结果 . ) 

4. 设 有 限 群 如 的 阶 为 奇数 ,并 且 忆 有 * 个 共 饥 类 ,证 明 : 

126 


Br (Cr;) = 1, 1 和 ff 了 和 35， 


Ii 二 ;Cmod 1 的 . 

提示 : 利用 习题 3. 3 的 第 9 题 的 结果 和 习题 3.1 的 第 1 题 
的 结果 以 及 定理 3.5.1、 定 理 2.3. 3. ) 

5. 证 明 : 阶 不 超过 19 的 奇数 阶 群 都 是 abel 群 . 


§6 Burnside 的 可 解 群 判 定 定 理 的 证 明 


作为 群 表示 论 的 出 色 应 用 ,本 节 将 证 明 著 名 的 Burnside 关于 
可 解 群 的 判定 定理 . 

定义 1 和 群 G 称 为 可 解 的 ,如 果 序 列 

CIOGIDGD DG DO 
在 有 限 步 后 终止 于 单位 子 群 ,这 里 每 个 G2 是 前 一 个 群 的 换 位 子 
群 . 
容易 证 明 有 关 可 解 群 的 下 面 三 个 命题 ; 
命题 3.6.1 说 G 是 可 解 的 当 且 仅 当 存在 递 降 的 子 寿 列 
G=G>G>">G,= {e), 
使 得 每 一 个 G;<JG;_! 并 且 商 群 G,_1/G, 是 abel 群 ,i=1,2,*…,s. 

命题 3.6.2 可 解 群 的 每 个 子 群 和 商 群 是 可 解 群 . 

命题 3.6.3 若 和 NG. 并 且 和 和 G/N 都 可 解 , 则 可 解 . 

设 e 是 复数 域 里 的 d 次 本 原单 位 根 ; 则 (te) 是 a 阶 循 环 群 ,于 
基 它 有 Ya) 个 生成 元 ,其 中 g( 让 是 网 拉 函 数 .从 而 a 次 本 原单 性 
根 共 有 风 四 个 . 

定 疼 2 设 担 ,er 是 复数 域 里 的 全 部 & 次 本 原单 位 根 ， 
令 (二 (rz 一 ED (xT 一 Bz 一 Egon) 则 f(z) 称 为 aq 阶 分 加 多 
项 式 . 

车 4 1x; 则 a 光 单 位 根 也 是 wn 深 单位 根 ; 反 之 ,对 于 任 --n 次 
单位 根 a, 设 是 本 原 # 次 单位 根 ,并 且 设 a 在 循环 群 () 中 的 阶 为 
7, 邮 是 2 次 本 原单 位 根 并 且 Wia. 因此 有 
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z=" —1= [Ace 《1) 
三 |a 


命题 36.4 分 图 多 项 式 一 定 是 首 一 整 系数 多 项 式 . 

证 明 对 分 圆 多 项 式 的 次 数 作 归 纳 法 .n=1 时 ,结论 显然 
成 立 , 假设 对 于 4<n,fatz) 是 首 一 炽 系 数 多 项 式 , 来 看 ftr) 的 铺 
形 , 由 (1) 式 得 

f(t) = EA (2) 


由 归纳 假设 得 ， 本 六 (zz) 是 首 一 整 系数 多 项 式 . 根据 整数 环 上 的 -一 


元 多 项 式 环 的 除法 算式 知道 ,六 (zyEZLz]. 显然 ,f(x) 的 首 项 系 
数 为 1. 由 数学 归纳 法 原理 即 得 结论 . 上 1 上 

设 本 原 次 单位 根 的 极 小 包 项 式 为 h(x), 因为 志 蚌 分 图 多 
项 式 f(x) 的 根 , 所 以 有 C1f,tz). 可 以 证 明 每 个 本 原 有 次 单位 根 
都 是 (x) 的 根 ( 参 看 聂 员 沼 、 丁 石 孙 著 ¢ 代 数学 引 论 》p. 278 一 
279), 因 此 天 (x2 (tr). 这 说 明 n 阶 分 圆 多 项 式 f(z) 是 本 原 n 次 
单位 根 二 的 极 小 雾 项 式 , 从 而 分 圆 才 项 式 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 

引 理 3.6.1 设 X% 是 有 限 群 避 的 任 -- 不 可 约 复 特 征 标 :C 是 
G 的 一 个 共 因 类 ,如 果 避 CI ,5 一 二 则 对 任意 egEC 有 Cg 一 
0 或 者 |X(g}1 一 XC1). 

证 明 因为 CC|,X(1)) 一 1, 所 以 存在 站 数 wv 使 得 w|i 一 
vxXt1) 二 1, 寺 是 对 任意 gEC, 有 


X(g) | | ， 
X01 XO XE) (3) 


据 命题 3. 5. 3 知 ,(3) 式 右边 是 代数 整数 ,从 而 左边 也 是 . 
设 的 1 一 如 ， 设 点 的 阶 为 天 > 这 Everyweyer 表 示 所 有 本 永 nm 
次 单位 根 . 由 于 X(s) 是 半 次 单位 根 的 和 , 故 可 设 Xe] 一 旺 十 旦 十 


ew, 今 


i 


XE) 古寺 十 十 后 
Xl1) 3 ” 
1 285 


下 二 和 二 十 中 

7 
因为 &e(Q 二 Kn) 的 极 小 多 项 式 是 x 阶 分 圆 多 项 式 广 Cz) ,所 以 
[sj 守 Lz jCx)) 是 一 个 域 ,从 而 可 把 8[&j] 记 和 作 2te) ,l=1， 
2 ,pin), 因为 &1 和 & 都 是 六 (x) 的 根 , 所 以 存在 OC) 到 他 (85) 
的 人- 闻 构 使 得 (en) 一 ,2 所 EMn), 由 于 Q(ta) 一 (ei), 因 此 
是 Qle} 的 自 间 构 . 容易 算出 zw(al} 一 ar. 因为 a, 是 代数 整数 ,所 
以 二 也 是 代数 整数 ,2<L< PCn). 


2 Ln). 


dr 一 


邻 
p= 11…- Tt 噶 寺中“ tem 
则 5 是 代数 整数 . 令 


ny z i 
， Xa 十 XxX 十 十 Tr 
fer ses Ten 一 下 pm 1 


+=1 


则 b= fe E29 9 Epcn) 2 显然 1 Tes ,Xxm) 是 对 称 多 项 式 ;其 
系数 为 有 理 数 . 于 是 存在 一 个 有 理 系 数 多 项 式 wziyza yzrmy》 
使 得 

Fr Ta Ta) 一 pos Ga Fan)s 
其 中 midrm 是 初等 对 称 和 多项式, 即 二 十 十 十 让 im， 
“pn = XT 这 

二 十 和 十 十 Eq Op = E62 pn). 

则 

fe sess En) = BOF Ty Gp ). 
因为 三 ,Ga ， 相 ,go 是 乒 (z)? 的 系数 或 其 相反 数 , 所 以 全 Gs Ty 
ze 都 是 有 理 整数 ,从 而 (5 ,5,，… ,omw) 是 有 理 数 ,于 是 5 二 
fe Es ;Excn)) 是 有 理 数 ,又 酝 是 代数 整数 ,所 以 四 是 育 理 整数 . 

因为 1Xtt 1sXCD 对 一 切 EGG 所 议 如 果 1x(Cg)1 天 xl) ,出 


[a= | 类 加 |< 又 由 于 | 一直 | 加 十 中 十 … 十 中 [<<1, 由 此 推 
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gon 
出 上 | 一 下 |a1<1, 从 而 5 二 0. 因此 至 少 有 一 个 w 为 0, 于 是 aa: 一 
re)=0;, 芭 xtg)=0. 和 

定理 3.6.1 如 果 有 限 群 G 有 一 个 共 郝 类 志 的 元 素数 目 是 一 
个 素数 的 方 宕 , 则 局 不 是 单 群 . 

证 明 ” 据 命 题 3.4.2, 具 要 证 局 有 -- 个 不 可 约 复 下 示 ( 非 主 表 
示 ) 其 核 不 等 于 单位 于 群 . 设 名 ,名 ，,… ,9 是 GG 的 全 部 不 等 价 的 不 
可 约 复 表 未 ,其 中 钊 是 主 表 未 . 设 IC1 二 六, 记 是 素数 ,r 之 0. 考虑 局 
的 正则 表示 的 分 解 ， 

PADDR HD C4) 

其 中 让 是 从 提供 的 特征 标 ,i 一 1,2,-… 3. 由 (4) 式 得 


Xe) 一 和 (LS) 十 DX Xtg) 
人 


一 1 十 >) 和 (1) 和 Cg) 《5) 
i=2 
取 gC, 显然 g 关 1; 从 而 lg) 一 0. 于 是 从 t5) 式 得 
1 二 一 2 XDX (8). (6) 


从 (6) 式 看 出 ,Cg X87;X (8B) 不 全 为 零 , 设 记 ;jr"* 所 亿 
{2,3,… ,5 使 得 序 (gg) 关 0,0* ,C8) 才 0, 而 其 余 Cg) 二 0- 假如 
对 每 个 记 都 有 记 |%01), 设 (二 mp UU 三 120s)- 则 由 (C6) 
式 得 
一 一 ma 8). 《7》 

(7) 式 右边 是 代数 整数 ,由 此 推出 1/p 是 代数 整数 ,这 是 不 可 能 
的 . 内 此 存在 产 使 得 pYxi,(1), 于 是 (iCi,%,《1)? 一 1. 根据 引 理 
3. 6.1 得 |% (Ce 一 和 (1 从 而 更 (g) 是 数量 矩阵 . 假如 Kergp 一 
{1), 则 GG 宇 Im®;. 由 (g) EZ(Umg) 推 出 gEZ(G)， 这 与 JI 一 
下 盾 . 所 以 Kergy 隆 {1}.， 1 

定理 3. 6. 2(Burnside) 每 一 个 p"9" 阶 群 (p,q 都 是 素数 ) 是 

130 


可 解 的 . 

证 明 设 群 G 的 阶 是 pr, 如 果 &a,5 中 有 一 个 为 0, 则 GG 是 pp- 
群 ,从 而 ZG) 关 {1}. 若 ZG) 一 G, 则 GG 是 abel 群 ,从 而 可 解 ; 若 
Z(G ; 则 1 之 IG/2(O) | 之 1G1, 于 是 由 归纳 假设 (对 zp- 群 的 阶 
作 归 纳 法 ) 知 G/Z(G) 可 和 解 , 叉 由 于 Z(G) 可 解 ,从 而 G 可 解 . 

下 面 设 a 关 0, 及 58 关 0, 若 忆 为 abel 群 , 则 GG 可 解 . 下 设 避 非 
abel 属 . 设 忆 是 GG 的 Sylow g- 子 群 ,选取 g&€2Z(Q@) 并 且 g 关 1; 则 
QCce(e). 设 & 在 CG 的 共 辑 类 C 中 , 则 


, 全 .| a 
ICl = c= :， 其 中 ! 去 4. 


车 1=a; 则 Celg)= 二 6, 于 是 gE2(CG), 这 时 G 有 一 个 非 平凡 的 正 
规 子 群 Z4G). 若 上 ea, 则 据 定 理 3. 6.1 知 ,G 不 是 单 群 . 总 之 不 论 ;7 
一 2 或 1<a; CC 都 有 一 个 非 平 凡 的 正规 子 群 N, 对 ze 阶 群 的 阶 
作 归 纳 法 , 由 于 NN 和 G/N 都 是 这 种 形式 的 群 , 并 且 |N|< 过 1G1， 
GAN | 过 |G|; 王 是 由 归纳 假设 知 , NN 和 G/N 都 可 解 ,; 从 而 G 可 
| 
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第 四 章 ”表示 的 张 量 积 , 分 裂 域 ， 
群 的 直 积 的 表示 


为 了 求 贞 有 限 群 6 在 特征 不 能 整除 1G1 的 域 所 上 的 所 有 不 
等 价 的 不 可 约 表 示 , 方 法 之 一 是 从 串 的 已 有 的 不 可 约 表示 出 发 去 
找 出 新 的 不 可 约 表 示 . 为 此 ,本 童 首先 将 介绍 从 G 的 已 知 表 示 构 
造 新 表示 的 又 一 种 方法 . 

李 章 要 诗 论 的 第 二 个 问题 是 : 如 果 我 们 已 求 出 了 G 在 域 站 
上 的 表示 ,如 何 由 此 得 到 在 下 的 任 :- 扩 域 户 上 的 表示 ? 进一步 
间 ; 车 GG 在 天 上 的 一 个 表示 是 不 可 约 的 ,由 多 出 发 得 到 的 GG 在 
KK 的 扩 域 到 上 的 表示 是 否 仍然 不 可 的? 什么 条 件 干 仍然 不 可 约 ? 

本 章 要 讨论 的 第 三 个 问题 是 : 从 群 G; 和 Gs 的 表示 如 何 得 到 
它们 的 直 积 GXG; 的 表示 ? 

以 上 三 个 问题 的 解决 都 需要 模 的 张 量 积 的 概念 ,为 此 在 第 一 
节 先 介绍 这 个 概念 . 


$3 1 模 的 张 量 积 


为 了 给 当 模 的 张 量 驯 的 定义 , 先 引 进 平衡 映射 的 概念 . 
定 兴 1 工 庶 丸 是 有 单位 元 的 环 , 设 M 是 右 R- 模 ,NN 是 左 R- 
模 ,P 是 abel 加 群 . MxN 到 已 的 一 个 旺 射 子 称 为 平衡 映射 ,如果 
上 了 满足 ， 
fm msn) 一 fmsn) 十 Fm; n), 
Fm yn 十 722 一 Fm ny) 十 Fp na), 
mrn) 一 fmr,n), 
其 中 rER mEM,mnEN,mEM,nEN, 
定义 2 R,M,N 同 定义 1. 设 8 是 XN 到 abel 如 群 荆 的 
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平衡 映射 . 称 MXN 到 abel 加 群 PP 的 平衡 映射 了 可 以 通过 了 分 
解 , 如 果 存 在 一 个 群 同 态 广 : 了 一 已 使 得 一/ 

定理 4.1.1 设 MM 是 右 R- 模 ,NN 是 左 R- 模 ,其 中 民 荐 有 单位 
元 的 环 . 则 存在 一 个 abel 加 群 工 和 一 个 平衡 映射 :; 村 XN 一 T 使 
得 

《iy {tCmsn) [Cmn) EMXxXN} 生 成 加 群 工 , 且 束 实 上 工 的 每 
一 个 元 素 是 有 限 和 DJytCmsm), 其 中 WE Mn€EN; 


《ii MXN 到 任意 一 个 abel 加 和 群 的 每 一 个 平衡 上 映射 能 能 
通过 了 分解 . 
证 明 Qi) 邻 


一 {kw bmn) knw 所 ZZ, 且 只 有 有 限 多 个 kon, 天 0|， 
tm EMAIN 


规定 五 中 两 个 元 素 相 等 当 且 仅 当 它们 的 对 应 系数 相等 ,并 且 规 定 
和 中 两 个 元 素 相 加 为 对 应 的 系数 相 如 . 易 验证 下 成 为 abel 加 群 . 
规定 


s{ DV enn Cm ,7 |) ;一 DY shen.n (了 :人 
易 验证 成 为 Z- 模 ,并 且 MXxR 中 全 体 元 素 成 为 已 的 一 个 己基 ， 


从 而 下 是 自由 和 Z 模 . 
设 五 是 FF 的 四 下 述 形式 和 生成 的 子 群 : 
CHE 十 ia 下) 一 《1 Cm 2), C1) 
Cm ym 十 Ha) Oo CH) Ch) £2) 


(mA) 一 【了 六 天] ， (3) 
其 中 mEMnEN,rER. 
设 了 是 商 群 /FH. 定 义 一 个 映射 
Xe 了 
(mn) Fn 十 五 . 
因为 人 17, 《2),《3) 趟 列 出 的 和 都 在 五 里 ,所 以 在 7 中 有 
区 十 zt 下 一 tn A) CO— fms yn) = 0, 《4 
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tm on 二 fe) — LR) tm ns) = 0, (5) 
tmrn)y — ttmr ny) = 0. (和 了》 

这 说 明 上 是 Mxx 到 了 的 平衡 映射 . 
由 于 三 的 每 个 元 素 是 有 限 和 DCm nm) 其 中 妃 Z ,所 以 


工 的 每 个 元 素 是 有 限 和 2 Lem zi 十 五 ]. 对 于 正 整 数 二 有 
kimsn) 十 再 一 k[ Gm.n) + 五 ] 一 Bm,n) = tkm,n); 
(一 Cmn}y 十 五 一 一 [RECmzma)] 十 互 
二 一 [ktm,n) 十 五 ] 一 一 t CR 本 
闲 为 
ECkm sn) + tC— tkRrm) sn) 
= £0,n) = tm 0.n) — tm ny 
= 1m) — tm sn) = 0, 
所 以 一 +: sr) 二 2 一 Chm)yn). 以 而 了 的 每 个 元 素 是 有 限 和 
Yt Cm; yi， 
(i 设 忆 是 任 一 abel 加 群 ,上 是 MxN 到 书 的 任 一 平衡 映 
射 . 因为 MXNN 的 元 素 组 成 政 的 ZzZ- 基 ,所 以 定义 了 下 到 P 的 一 
个 群 同 态 广 : 
fF { Dhlmin)) := hf mm). 


由 于 让 是 平衡 映射 ,所 以 产 ( 和 二 0 对 一 切入 E. 从 而 产 诱导 了 
南 群 F/ 到 PP 的 一 个 群 同 态 广 使 得 
Fmn) tH] = m,n). 

略为 (m,n 十 里 二 tm ,所 这 性 Gn yn 一 了 (mx) ,出 此 得 出 
六 1 一 了 .这 说 明 可 通过 工分 解 . 1 

定义 3 设 忆 是 有 单位 元 的 环 ,MM 是 有 民 - 模 ,NN 是 左 RR- 模 ， 
把 定理 4. 1.1 中 构造 的 abel 加 群 了 称 为 站 和 图 的 张 量 积 , 记 作 
MOORN, 

下 面 的 结果 说 明 张 量 积 是 由 定理 4. 1.1 中 的 性 质 () 和 人 (让) 唯 
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一 次 定 的 (在 同 构 的 意义 上 ). 

推论 4.1.1 设 愉 是 有 单位 元 的 环 ,M 是 右 瑟 - 模 ,N 是 左 R- 
模 . 设 T' 是 abel 可 群 ,t' 是 MXNN 到 T' 的 平衡 映射 ,它们 也 满足 
定理 4. 1.1 中 的 性 质 G) 和 dii), 则 存在 MOOaN 到 7T' 上 的 群 赔 构 o 
使 得 对 一 切 tm,njE MXN, 有 altCmsn)) 一直 (pz sn). 

证 明 因为 MB 和 + 满足 定理 4.1.1 中 的 性 质 (i) 和 (ii)， 
所 以 存在 群 赔 态 vc: MCAV- 一 7 使 得 一 叶 

同 理 ,存在 群 同 态 r: T' ~>IMOxN 使 得 :二 rt'. 从 而 

FRR Oo of) 一 【GTD)E Cm ,nn), 《7》 

tim sn) 一 Tt (msn) 一 《EEC C8} 
因为 {Cmyn) | Cmn)MXN}) 生 成 加 群 MGOaN ,并 且 {7 (mmsn) | 
Cnr) EMXN} 生 成 加 群 ,所 以 由 7) 和 (8) 式 推出 sr 和 ro 分 
别 是 和 MOIxN 的 异 等 映射 ;从 而 o 是 MOOrN 到 的 可 道上 映 
射 , 因 此 e 是 双 射 ,于 是 是 ME 到 了 上 的 群 同 构 、 1 

根据 推论 4. 1.1, 我 们 由 可 以 说 , 右 呈 - 模 于 和 左 呈 - 模 NN 的 张 
量 积 是 由 一 个 abel 加 群 了 和 MMXN 到 荆 的 一 个 平衡 映射 + 组 成 
的 一 对 , 它 使 得 定理 4. 1. 1 中 的 性 质 人 和 GD 成 立 . 

对 于 张 基 积 MEOgN ,#2 ,我 们 今后 把 :Com,n) 简 记 或 mCOn. 从 
定理 4.1.1 的 证 明 过 程 中 知道 ,r(m,n) 是 以 (m,n) 为 代表 的 陪 集 
mn) 十 昌 ; 因 此 Cm,n) 用 m69On 来 表示 ,其 表示 方法 是 不 唯一 
的 .但 是 记 导 mx 有 优点 ;具有 直观 性 . 壁 如 ,从 (4)、(5) ,56) 式 ， 
我 们 立 基 得 到 


mm) n= mn mn, (9 
mo Tn) =m m+ 《10) 
m 人 rn 一 mr Wn, {11» 


其 中 nn NrER. 和 用 记号 m&9mn, 则 张 量 积 
MOaN 里 的 每 个 元 素 可 表示 成 有 限 和 2m 四 mm， 其 中 必 EM， 


nN. 注意 MOOaN 里 的 元 素 表 示 成 有 限 和 和 Dm Co nn, 的 表 法 不 
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唯一 . 
我 们 有 

Onan= mB nn=n nn 0: 
同 理 有 mm 的 0 二 0,0690 一 0. 所 以 MCOaN 的 等 元 素 的 表示 方法 有 0 
con ,me90,00690 等 . 还 有 本 能 关头 0,2 关 0, 但 是 ,人 rm 一 0. 例如 ， 
在 QBezs 中 , 子 @1 一 壤 @2 .1 一 二 @0 一 0. 

推论 4.1.2 设 灵 是 有 单位 元 的 环 ,M 是 右 RR- 模 ,N 是 左 R- 
模 . 则 MX NN 到 任 一 abel 加 群 妃 的 每 一 个 平衡 映射 能 用 -- 种 且 
只 有 一 种 方式 通过 wear 分 解 . 

证 明 设 f: MxN->P 是 平衡 映射 ,由 定理 4-1.1 知 ,存在 
MCOrN 到 也 的 群 同 态 广 使 得 7 一 /ty 其 中 :是 MXN 到 于 M 
CaN 的 平衡 映射 .于 是 msn 一 了 CC YY m,n)EMXN. 
如 果 了 还 有 一 种 方式 通过 和 MCOrN 分 解 , 即 还 存在 MOOaN 到 P 的 
男 ~ 一 群 同 态 g' 使 得 f=g “i, 则 也 有 fim,n) 二 gg* (m9n). 于 是 对 
于 MOOnN 中 任意 一 个 元 素 2)m @@ nn 有 


大 2 mi Hn) = 2 《ra 的 下) 一 2 Ff (mi sn) 
一 Dg' Cm 的 证 ) 一 | 27m 于 站] ， 


因此 f=g*. 1] 
现在 来 讨论 模 的 张 基 积 与 模 的 同 态 的 关系 . 
定理 4.1.2 设 只 是 有 单位 元 的 环 ,aM 和 M' 是 石 R- 模 ,NN 和 
N' 是 左 R- 模 ; 设 了 是 MM 到 MM 的 灿 同 态 ,g 是 N 到 和 N' 的 模 同 态 . 
则 存在 MCOaN 到 2M' 的 sv 的 唯一 的 群 同 态 , 记 作 feog ,使 得 
(的 有 (的 下) = fm) gn). (12) 
证 明 考虑 村 XN 到 MOOrN' 的 上 映射 
pe: mn) rr fm) C9 gln), 
昂 验 证 是 平衡 映射 . 据 推 沦 4. 1.2 知 , 存 在 MOOaN 到 MIOpN' 
的 唯 .的 群 同 态 , 记 作 /tc9g ,使 得 
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(fa mn = pn) = fm gn). 1 
推论 4.1.3 设 尺 是 有 单位 元 的 环 ,M ,AM ,M" 都 是 右 R- 模 ， 
1 者 是 左 R- 模 ; 设 让 MT 一 NN'， 
8g :一 和 "都 是 模 同 态 . 则 
(六 的 BGS) 一 户 了 人 人 人. (13) 
证 明 因为 
(国有 Dam = Ff WEN mm) 国有 Ca) 
= FF 0m)) 0 og' (g(tn)), 
FFF Em On = CF Am) 0 Cg g) Cn) 
= ff)) Og' (gn)), 
所 内 (7s) (fa) ma 一 ( 广 fg'g) (mdn). 从 而 得 (13} 
式 . | 
下 面 讨论 模 的 张 量 积 与 模 的 直 和 的 关系 . 
定理 4.13 设 足 是 有 单位 元 的 环 ,M 是 右 玉 模 ,ad 和 M， 
是 对 的 子 模 , 并 且 MM 加 中 MN 是 左 R- 模 , 则 有 下 述 群 同 构 : 
M COON = MM CON + MM, CON. 
证 明 因为 1 一 AM 中 AM, 所 以 有 MDM 的 投影 和 ii 其 定 立 
为 ;Ci 十 rs】 二 0 9 局 ，1 近 1? 扣 2. 易 验 证 rE Homa (MM 
MM) ,并 县 


1 = 二 Xe, A = Xx, 
Xl 一 XA = 0, TMQ MM. (14) 
令 只 一 大 四 1 一 1,2. 根 据 定 理 4.1.2, 每 一 个 & 是 加 法 群 
arcauv 的 自 同 态 ,并且 从 04? 和 03? 式 得 
l= 二 R=, 88, = 0 = 0. (15) 
令 7 一 DONG 一 1,2. 我 们 来 证 
M rN 一 了 四 了 
对 于 mrnEMGBna ,有 
m On = lon ny = (Fm 0 n) 
= nn) + tm OO n), 
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由 此 可 推出 Ms 一 Ti 十 Ts- 

任意 zxETmT: ,因为 上 ET 所 以 存在 yE MCOrN 使 得 z 一 
8.(y). 因为 工 估 人 了,, 所 以 存在 zEE JM69rN 使 得 x 一 (2). 从 而 
和 (rx) 二 后 名 (z) 二 0. 于 是 f= 抽 (y)= 二 并 (y) 一 所 (x)=0. 这 说 明 : 工 ， 
门 T=0. 因此 Ma =T 中 T: 

现在 来 证 工 宇 MOxN. 为 此 只 要 说 明 7 具有 定理 4.1. 1 中 
所 给 出 的 张 量 积 的 两 条 特征 性 质 . 设 上 是 MXN 到 MOOrN 的 平 
衡 上 卫 射 . 令 p=t| XN,;, 于 是 pz) 二 tm 和 ) EE MnEN. 
因为 T= 外 CM6OaN) 一 Cm 的 1) CMOOrN) ,所 以 工 , 中 元 素 形 如 


x BD Dm B= Dm Dm n) 
一 之 /ma Ko) [有 一 Dt Cos sn) 
一 2 Pn (ne) s 1 ). 
从 而 ,和 gp 满足 定理 4.1. 1 中 的 性 质 (i). 
现在 设 书 是 尾 一 abel 加 群 ,g 是 MxN 到 了 的 任 一 平衡 上映 
射 ， 则 gfkmx1l) 是 MXmx 到 ££ 的 平 奖 上 映射 ,其 中 Cm X17 Cm,n) 
:= Cr CH2) ,4). 于 是 存在 群 局 态 ag": MG 一 一 使 得 CL x1) 
二 g "tt. 令 pg 一 g* | 于 ,于 是 如 是 工 , 到 PP 的 群 后 态 ， 为 了 说 明 号 本 
以 通过 了: 分 解 , 只 要 证 下 = 如 多 为 此 任 取 (CE X ,因为 
1 + 天 》 一 EB1t Ctl yn = E11 的 n) 一 gg” CH Con) 
= gt n) = gr X 1) (m,n) 


= g RH) 六》 一 FR Ns 
所 以 gg 一 g- 从 而 TT 满足 定理 4. 1- 1 中 性 质 (ii). 因此 ， 
T, = M, aN. 
闻 理 可 证 7T; 宇 MzKOaN. 所 以 
M CN Mew 二 Me 1 
定理 4. 1. 3 可 推广 到 对 或 者 N 是 有 限 多 个 子 模 的 直 和 的 情形 . 
现在 我 们 来 讨论 在 什么 条 件 干 才能 使 张 量 积 MOOrN 也 成 为 模 . 
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定义 4 称 abel 加 群 M 是 环 尺 和 35 上 的 (5,R)- 双 模 , 如 果 

邓 是 左 3- 模 ,又 是 右 尽 - 模 , 并 且 满 足 
(st)r 一 stmr), YsESrEe Rm 人 EM. 

例如 , 任 一 交换 环 尺 上 的 左 模 MM 是 (R,R)- 双 模 ,如 果 定 义 
mr=rnr tt R,.mEM. 

命题 4.1.1 若 MM 是 (S,R)- 双 模 ,N 是 左 R- 模 , 则 MC@9aN 
是 左 S$- 模 ， 

证 明 对 于 ES, 令 了 Co、 容易 验证 六 是 
MXN 则 MCOgN 的 平衡 映射 .于 是 存在 MOOrN 到 Me 的 唯 
一 的 群 同 态 yp 使 得 == 由 t. 于 是 ft) 二 tm yn) 二 (mC9 
n) ,从 而 得 到 Gnt9n) 一 smton. 现在 规定 

im Om) 一 [于 Ga 
于 是 得 到 s( 22m; 的 一 sm 的 ni. 容易 验证 MOOrN 成 为 左 


35- 模 .， 1 

类 似 地 ,车 好 是 右 民 神 ,N 是 CR,S)- 双 灶 , 则 MG 是 右 
3- 横 ,其 中 | Dm On)s 一 了 /ii as. 

命题 4.1.2 设 MM=MM 中 Mi, 并 且 它 们 是 (5,R)- 双 模 , 设 入 
是 右 R- 模 , 则 定理 4.1. 3 得 到 的 同 构 

M CorN > ML CaN 二 Mn 

是 左 5- 模 同 构 . 

证 明 定理 4.1.3 证明 过 程 中 定义 的 了 ;一 上 CMCOrN), 易 验 
证 它 是 左 S- 模 MC9aN 的 子 神 . 下面 来 证 了, 宇 MiC9rN 是 S$- 同 
构 . 人 内 定理 4.1.3 的 证 明 中 知道 是 MXN 到 了 工 的 满足 定理 
4.1.1 中 两 条 性 质 的 平衡 上 映射 ,其 中 g 一 :| MX NN. 现 在 设 t 是 MM 
XN 到 MCOrN 的 满足 定理 4. 1. 1 中 两 条 性 质 的 平衡 映射 , 则 从 
推论 4. 1. 1 知道 ,存在 M, 的 xN 到 了 的 群 同 构 o 使 得 8g 二 cn. 我 
们 来 证 = 是 5- 同 构 , 任 取 s*ES，>z 人 mm EE M1, OeN ,我们 有 
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alsf > Wn) j= | {2m ® (地 ni] = Dem CG nn,) 
一 Sa em, 1;) 二 Sm ,1 ) 


一 Zsmsn) = 一 Dm WE 
注意 ; 王 述 一 串 式 子 中 最 后 出 现 的 sm Dn 是 对 于 MMX 到 
MG 的 平衡 瑞 射 上 而 言 ,而 前 面 那 些 sm 的 ni 是 对 于 MX 到 
M1C9gN 的 平 衔 映 射 志 而 言 .我 们 也 有 
sloal 之 rm EA ] 一 s[ 2 om; 6 nm) ] 一 | 2 Fm sr 
一 2 splm s1) 一 2 st Erm sn) 


一 5 nm) 一 2 sm On,, 
同上 面 的 议论 ,最 后 出 现 的 si 是 对 上 而 言 . 由 上 述 得 
als[ 2m 后 | 】 一 | >" 人 @ 司 | ， 
因此 = 5- 同 构 . 同 理 可 证 Ts 兰 Maeon 是 5S- 同 构 . 1 
如 果 命 题 4.1.2 中 的 和 N 是 5 及, 五 )- 双 模 , 则 所 得 的 同 构 还 是 
右 互 - 模 同 构 ， 
下 面 一 个 闭 果 是 以 后 经 常 要 用 的 ， 


定理 4.1.4 设 灵 是 有 单位 元 的 环 ,w 是 左 民 - 模 , 刘 
R CaN WN, C16) 


这 是 左 RR- 模 同 构 . 

证 明 因为 R 可 看 成 CR, 民 )- 双 模 ; 所 以 ROOrN 是 左 RR- 模 . 
令 7 了 Cr mr rn, 易 验证 六 是 RXN 到 必 的 平衡 映射 . 于 是 存在 
REOaN 到 N 的 群 同 态 p 使 得 /一 px 于 是 有 

Pr Dn) = ptrn) = fr sn) = rn. 

男 一 方面 , 令 mg arrleoa, 易 验证 外 是 太 到 REOaN 的 群 问 

态 . 显然 ,9 一 1w. 又 由 于 
pron) = iin = lrm=1rOn=r Wn, 
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因此 gp 是 Rs 的 恒 等 变换 . 从 而 8 是 Re 到 六 上 的 群 同 
构 . 
任 给 7 € RR, 7 On E RR 的 aN，, 我 们 有 


| r{ 2 on,| 】 一 列 Drr a 一 : > Pr Gon) 一 2 rin 
r| | 了 之/ 办 一 |] ] 一 z DP Ha) | 一 rr 


= Drern) = Drr ns 

因此 yz 是 有 R- 同 构 ， 人 

注 车 NN 是 CR,S)- 双 和 可, 则 RE9xNEN 还 是 右 3 模 可 枸 . 类 
似 地 ,车 村 是 (5 ,RKR)- 双 模 , 则 MCOxR 宇 MM 既是 右 尺 - 横 同 构 , 又 是 
左 S- 模 同 构 . 

定理 4. 1. 5‘ 张 旱 积 的 结合 律 ) ” 设 ,3 帮 丰 有 单位 元 的 环 , 世 
是 右 R- 模 ,MM 是 (R,S)- 双 模 ,N 是 左 3- 模 , 则 工 Cad 起 右 沪 - 模 ， 
MCOaN 是 左 R- 模 ,并 且 有 群 同 构 

《工人 ad 多 全 了 CC CNY. {17) 

进一步 , 若 世 是 (五 ,8 有)- 观 模 , 出 北 同 构 蚌 左 五 - 模 同 刚 : 若 六 基 
(3 1)- 双 模 , 则 此 同 构 是 右 五 - 模 回 构 : 其 中 互 是 有 音 位 元 的 坏 ， 

证 明 参看 [11]p.67. | 
8 十 域 及 上 向 三 空间 2H 是 看 成 是 (天 , 民 )- 双 槛 ,因此 上 述 闫 
于 模 的 张 量 积 的 概念 和 性 质 可 应 用 到 疝 直 空间 上 上， 

设 邓 入 姨 域 玉 上 向 直 室 间 , 则 Ce 既是 左 天 - 模 ,， 区 
是 右 天 . 模 , 从 而 是 天 上 向 基 空 间 , 其 中 数 一 滋 法 为 : 

| Dm (2 ni | = > km Cn, = Dm 人 kn. 

定理 4.1.6 若 邓 和 闪 都 是 域 天 上 上 有限 维 向 莉 空 间 , 则 

Mk 也 是 域 玉 上 有 限 维 向 量 空间 ,并 日 
dimx CM BOAN) = (dimxa) : CdimxN). 
若 1 mzr sr 是 放 的 一 个 下 其 ;niyo yn 是 NN 的 一 个 K- 
基 , 则 1 的 oa 一 1 中 rj 二 42 一 5} 是 MOOKN 的 一 个 到- 
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基 . 
证 明 佑 为 MM= 人) 四 (四 … 四 人 ,所 以 
Mg Cr 于 Wi? OxN 十 十 《Cg 
这 是 左 天 - 模 同 构 , 又 是 右 及 - 模 同 梅 , 从 而 是 向 量 空间 的 同 构 . 固 
为 tm) 宇 玉 ,所 以 (me)8OxN 宇 KOOxN 衬 NN :这 是 左 天 - 横 辣 构 ， 又 
是 右 天- 模 辐 构 , 估 而 是 向 量 空间 的 同 构 . 由 上 述 得 
MOANNT -JN. 


因此 ， 

dimg (M ok 一 rdimsaxr = CdimrM) - (dimxN). 
因为 

m n= ( mm) 2 一 之 S05; Cm mj» 
所 以 {mS@4j|i 一 120 二 D2 ys 是 MOxN 的 一 个 信 - 基 . 
。 { 

推论 4.1.4 设 旧 和 NN 都 十 域 下 上 上 疝 量 空间 , 若 项 尖 0,n 尖 
0, 列 在 MoorN 中 ,mn 0. 

证 明 从 区 出 发 扩 亮 成 时 的 一 个 尺 - 基 : rp,mzs'… mm.; 同 
理 , 设 A 是 N 的 一 个 天 - 基 :由 mn 是 MOOeN 的 基 元 
宫 之 一 ,所 以 mBnz0 1 上 

设 Ma G= 一 1,2) 都 是 域 玉 上 的 向 量 室 间 , 设 万，M 一 2 
是 线性 映射 ,i = 1,2. 据 定理 4.1.2 可 知 ,存在 af 人 Orxad 到 
M1 Grade 的 群 同 态 的 ,使 得 

{A 0 f2) Gn 的 ma 一 A Cn) 的 fi Cme), 

容易 验证 族 的 :是 向 量 空间 MCOrM: 到 MOOxMy 的 线性 映射 . 

设 M,N 是 域 玉 上 向 量 空间 ,它们 的 一 个 太 - 基 分 别 是 pa， 
Me yt 1 2 9 设 4,8B 分 别 是 可 ,NN 的 线性 变换 . 则 由 上 
一 段 知 道 ,4@ 吕 是 向 量 空间 MOOxN 的 线性 变换 . 我 们 来 讨论 
4 在 MCOrN 的 一 个 天 - 基 

{1 的 列 19 1 的 Hy Ps (1 Nn} 
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下 的 矩阵 C 与 妇 在 基 P12 ty 下 的 矩阵 4 一 (Caw) 和 和 BB 在 基 
Ms as" 下 的 矩阵 B= (办 站 之 间 的 关系 . 我 们 有 
(A Bm Da) = Alm) Ban,) 


汪 [ 2 eum) ® ( 2 bm 
一 Yy: Yanan 的 Hk). 


把 短 阵 C 分 抉 ; C 的 行 分 成 > 组 ,每 个 组 有 = 行 5C 的 列 分 成 > 组 ， 
每 组 有 : 列 . 则 CC 的 (p,q) 块 为 ; 
Gpsbl pobre apbis 
Soba err *"” Qs = anB, 
prB pb i dpbss 
从 而 
anB auB :£2 aB 
aanB dzB ‘a2B 
: : : |: 18) 
aAB daB 2 anB 
《18) 式 右 端 的 定 阵 是 扰 阵 4 与 召 的 区 ronecker 积 , 记 作 4 的 B. 于 
是 上 面 的 讨论 证 明了 ， 
命题 4. 1.3 设 邮 , 太 是 域 六 上 向 量 空间 ,4, 吾 分 别 是 于 
的 线性 变换 ,4 在 M 的 基 Wi rhe Hr 下 的 给 阵 海 AB 在 N 的 
基 ,m2,*… ,ns 下 的 十 阵 为 B, 则 向 喇 空 间 Meex 的 线性 变换 4 
的 B 在 基 {m 多 mm } 下 的 矩阵 是 
A 与 B 的 Kronecker 积 A608B. 1 


习 题 4.1 


1. 证 明 QC9zZs, 一 0, 其 中 避 是 有 理 数 域 ,Zs 一 2 (2). 
2. 设 RR,S 都 是 有 单位 元 的 环 , 如 果 本 是 (5S,R)- 双 模 , 证 明 ; 
143 


MxR 宇 M 是 左 S- 模 同 构 ,也 是 右 R- 模 同 构 . 
3, 设 M,N 是 域 玉 上 向 量 空 间 ,4, 有 分 别 是 M,N 的 线性 变 
斤 , 妈 在 1 的 基 rzmiymas， za 下 的 算 阵 为 A,B 在 入 的 基 nn;， 
…,n 下 的 簿 阵 为 B. 证明; 向 其 空间 MOOxN 的 线性 变换 40690B 在 
基 {mtoOni ,609m 70，… ;Piron} 下 的 矩阵 为 
Ab) ADBs = 46,| 
Absy Abss 1 AD, | 


Abs Abe + Ab, 


8$2 表示 的 张 量 积 


现在 我 们 给 出 从 群 G 的 两 个 已 知 表 示 枸 造 新 表示 的 一 种 方法 : 
设 C8,7) 和 (y, 杰 7 是 群 G 的 两 个 下 表示,; 则 gp 是 群 G 到 
GLOV) 的 群 同 态 ,# 是 CG 到 GIOW 的 群 间 人 态 . 我 们 首先 作 向 量 空 
间 Y 和 全 的 张 量 积 下 的 kW. 对 于 gE€EG; 由 于 ql80) ,Ytg) 分 别 是 
V,W 的 可 道 线性 变换 ,因此 ple)Ogtg) 是 VOOxW 的 线性 变换 ， 
易 验 证 它 是 可 道 的 . 于 是 我 们 可 规定 G 到 GLCYC@OxWD 的 一 个 如 
下 映射 , 记 作 9 全 9%: 
(gO) He) HW YE), (1) 
易 验 证 p 的 站 保持 乘法 运算 ,因此 geq 荐 司 的 一 个 天 -表示 , 它 
的 表示 空间 是 VY@OxW. 我 们 把 C9 的 ,VV 的 xW) 称 为 G 的 表示 
(gy 和 (到 ) 的 张 量 积 ,也 称 它 是 张 量 积 表示 . 
当 V 和 Ww 是 有 限 维 时 ,我 们 把 (pV CW WD), (pe 
VxW) 在 相应 的 基 下 提供 的 矩阵 表示 分 别 记 作 更 ,更 ,Geo 罗 , 则 
(POP gE) = DEI DYE) YeEGl. 
从 而 的 ¥ 提供 的 特征 标 Xyeow 为 : 
Kes gE) = BEE = trLB(s) CO (8) | 
= tre)) vt 有 (BE 一 和 CE 
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一 《NS YHEC. 

由 此 得 出 Xe 一 ou. 这样 我 们 证 明了 下 述 命题 : 

命题 4.2.1 群 G 的 两 个 有 限 维 久 -表示 CpsV) 和 (yp,W) 的 张 
量 积 (yp O95 ,VOOxW) 提 供 的 特征 标 等 于 8 的 特征 标 与 业 的 特征 标 
的 乘积 . | 

推论 4. 2.1 和 群 G 的 两 个 特征 标的 乘积 仍 是 G 的 特征 标 . 

证 明 ”由 命题 4. 2. 1 立即 得 到 . | 

命题 4.2.2 设 G 是 有 限 群 ,KK 是 特征 不 能 整除 |G 的 域 . 则 
G 的 所 有 广义 特征 标 组 成 的 集合 char (G) 是 G 的 类 函数 环 
CfxtG) 的 子 环 ,; 它 的 单位 元 是 G 的 主 特征 标 %o. 称 cbarCG) 是 
的 广 当 特征 标 环 . 

证 明 直接 验证 即 得 .上 

设 旬 间 是 G 的 两 个 不 可 欧 表 示 , 张 量 积 表示 9 名 W 不 一 定 不 可 
约 , 但 它 可 分 解 成 一 些 不 可 约 表 未 的 直 和 ,从 中 有 可 能 得 到 与 or 网 
都 不 等 价 的 不 可 约 表 示 . 这 样 我 们 利用 表示 的 张 量 积 及 其 直 和 分 解 
就 可 以 从 G 的 已 知 的 不 可 药 表 示 求 得 C 的 一 些 未 知 的 不 可 约 表 
未; 在 下 - 节 我 们 将 从 求 交错 群 4s 的 复 特征 标 表 看 到 这 一 点 . 


习 题 4.2 


1. 设 C9p 7 是 群 妇 的 1 次 慌 - 表 茶 , (8 全) 是 全 的 次 不 可 的 
天 -表示 :证明 :6 的 Wiz 克 ?是 马 的 次 不 可 约 下- 表示. 

2- 已 知 有 限 群 G 的 一 个 1 次 复 特征 标 六 和 一 个 2 次 不 可 约 复 
特征 标 ;它们 在 G 的 共 辑 类 的 代表 元 系 18: 一 1,gs，…zr} 上 的 
值 如 下 : 


Xz 1 1 1 a 9 tu 砚 
Ns 2 一 又 心 一 一 荆 i 1 


其 中 w=e 革 , 求 G 的 复 特 征 标 表 ， 
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3， 设 GL (nq) 是 域 GF(g) 上 的 一 般 线 性 群 , 设 天 一 好] 十 天 2 开 1 
和 nz 都 是 正 整数 . 考 赎 GLtn ;9) 的 下 述 子 群 ; 
、 A 0 
GL Cn rntasg) = | 
设 几 是 GL(Gn,9) 的 任 一 mi 钦 复 表示 ,表示 空间 为 Viti 一 1,2). 令 
六 GL (arn gq) > GLOV COeV:) 9 


AA; E CL On, :2 3B 和 Mu xn 9) 


A! 0 CA A,) 
B A, Pp CA ) C9 pot a). 


C1) 证 明 ， » 是 GL (nynzy9} 的 mums 雇 复 表示 ,并且 
A 0 
| 2||- Xp A) * Xp CAA); 
C2) 如 果 峡 是 GL(ni,g) 的 不 可 约 复 表示 ;i 一 1,2, 证 明 : 是 
GLCn rz) 的 不 可 约 复 表示 。 


$ 3 绝对 不 可 约 表 示 ,分 裂 域 


我 们 曾经 利用 二 面体 群 刀 的 郊 何 意义 求 出 了 它 章 一 个 2 次 不 
可 约 实 表 示 p, 从 ?出 发 能 否 得 到 Ds 的 一 个 复 表 示 ? 所 得 到 的 复 表 
示 是 否 仍 然 不 可 约 ?这 一 节 我 们 就 要 来 讨论 这 一 类 问题 .本 节 讨 论 
的 表示 都 是 有 限 维 的 . 


3.1 向 量 空间 的 基 域 的 扩张 


设 了 是 域 六 上 的 向 量 空间 ,下 是 天 的 扩 域 . 考虑 
F CT ， 

因为 下 可 看 成 (五 ,天 )- 双 模 ,7 是 (KK, 民 )- 双 模 , 所 以 FOOxY 是 左 
FF- 模 ,从 而 它 是 域 玉 上 的 向 量 空间 , 记 作 V. 

设 V 是 r 维 的 , 它 的 -一 个 下- 基 是 ,a ,-…,a.. 我 们 来 求 域 下 
土 向 量 空间 WV 的 维 数 和 一 个 F- 基 . 

困 为 FF 宇 玉 十 … 十 区 ,所 以 
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FOrV FrKT FOrK 二 FF, 

这 些 都 是 左下- 模 同 构 ,从 而 是 域 和 下 上 向 量 空间 的 同 构 . 因此 
Jin xy = rdimet) =r = dimxY. 

因为 对 于 f€EFyvEV ,有 


/Br f(Dha)= DD) 


= DO) = HAD, 

所 书 和 yi 一 1,2 一 ,rr} 基 的 一 个 F- 基 , 这样 我 们 证 明了 下 
面 的 命题 :; - “ 

命题 4.3.1 设 V 蚌 域 尼 上 的 同 量 空间 ,Ff 是 天 的 扩 域 , 则 
FGCorY 是 域 忆 上 的 向 量 空 间 , 记 作 了 . 如 果 玉 是 + 维 的 ,其 一 个 
天 - 基 为 ld “ar 由] V7? 也 是 维 , 并 且 1B 包 ay las ,100 
是 三 的 一 个 fF- 基 . 1 

老 虚 TY 的 子 集 Vy “一 | 2 :10) EK ‘=12 ,0 ) ' 
易 看 出 Wt 是 域 KK 上 的 向 量 空间 , 考虑 映射 

VV?, 
| C0 oa,)， 

显然 由 是 满 射 , 单 射 .并 且 保 持 吉 法 和 数量 习 法 ,因此 多 是 域 天 上 
向 基 空间 站 到 Y* 上 的 同 构 . 从 而 可 把 Y 与 到 等 同 . 即 ,把 六 看 成 
的 子 集 ( 注 意 不 能 把 Y 看 成 V 的 子 空 向 ;因为 Vi 不 是 V7 的 
子 空间 ). 此 时 可 以 把 a 与 169a 等 同 ,i 二 1,2,…,r. 因 此 YY? 的 每 


一 个 元 素 可 唯一 表示 成 形式 Df 其 中 fe Fi 2，… ,rr， 


设 4 是 域 天 上 向 量 空间 V 的 线性 变换 ， 它 在 VY 的 一 个 天 - 基 om， 
"yy 下 的 矩阵 为 A 一 《ai 对 于 VV 的 任 一 元 素 DS Pa， 规定 


4 > fm) 二 2 4(a)， {1) 


1#7 


易 验 证 4 是 的 线性 变换 ,并 且 易 看 出 4 在 VW 的 ~… 个 下- 基 
a ,m2，""sar 下 的 矩阵 是 4, 此 时 是 把 4 看 成 域 玉 工 的 惩 阵 .从 而 
映射 4 一 4 给 出 了 GLV) 到 GLCFD 的 单 同 态 . 

现在 设 (92,Y) 是 群 G 的 一 个 天 -表示 , 己 是 天 的 扩 域 . 对 于 
gECG:YSE) 是 7 的 可 赣 线 性 变换 , 据 上 一 段 知 ,gpCe) 是 Y 的 可 
赣 线 性 变换 . 令 


pr G— GLCOV"), 
gpg)’, 
由 于 8 是 G 到 GL(V) 的 群 同 态 ,; 并 且 4 一 47 是 GLCY ) 到 GLITY” ) 
的 群 同 态 ,因此 yp” 是 G 到 GL (V7) 的 群 同 态 ,从 而 六 是 G 的 一 个 
Ff- 表 示 : 其 表示 空间 为 Y'. 这 样 我 们 从 群 品 的 个 天 -表示 9 得 到 
了 如 在 下 的 扩 域 户 上 的 一 个 表示 ?人 
在 V 中 取 一 个 天 - 基 ma,…，a， 设 ”在 这 个 基 下 提供 的 矩阵 
表示 为 劝 设 57 在 7 的 下 基 mow…a 下 提供 的 矩阵 表示 为 
$7". 据 前 面 所 述 知 ,Cg) 与 多 tg) 是 同一 个 矩阵 ,从 是 前 者 看 成 域 
刁 上 和 扎 阵 ,而 后 者 是 域 及 上官 阵 . 由 此 得 到 gp 刘 供 的 特征 标 好 
与 9 提供 的 特征 标 加 有 如 下 关系 : 
HE) = Xo), YEEG, C2) 
只 是 xz 看 成 妇 的 五 值 函 数 ,而 如是 C 的 天 值 画 数 . 这 样 我 们 从 
群 6 的 一 个 下 -特征 标 如 可 以 立即 写 出 G 的 一 个 下 -特征 标 必 . 问 
题 是 , 如 果 不 可 约 , 那 乏 好 是 否 不 可 约 ? 我 们 看 下 面 的 例子 ; 
例 4. 3.1 设 G= ta} 是 3 阶 循环 群 ,在 例 2. 3. 4 中 ,我们 已 求 出 
G 的 一 个 2 次 不 可 约 实 表 示 8p, 它 提供 的 矩阵 表示 本 为 : 


一 1 一 上 总 i 
ec 一 | EF ec 一 | | 
i D 一 1 一 了 


由 此 得 出 Xa) =—1,Xpa) = —1,X(1)=2, 从 C 的 实 表 未 $$ 可 
得 到 G 的 复 表 示 9 5, 它 提供 的 特征 标 xX$ 在 必 的 元 素 上 的 函数 值 
可 立即 写 出 : XSa)= 二 一 1,X 5 二 一 1,X501) 一 2. 由 于 
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KE KD = DXi XEe) 
看 包 F 宫 
一 寺 [2 DC D411]=2, 


据 定理 3.2. 5 得 ,XxX$ 可 约 . 在 例 1. 3- 2 中 也 说 明了 9“ 可 约 . 

例 4.3. 1 说 明 ; 当 向 量 空 间 的 基 域 扩张 时 可 能 失去 表示 的 不 
可 约 性 ， 

例 4.3.2 对 于 对 称 群 5,; 我 们 在 例 2- 3.3 中 曾 利 用 它 与 正方 
体 的 旋转 对 称 群 同 构 得 到 S 的 一 个 3 次 不 可 约 实 表示 多, 它 提供 的 
特征 标 Xs 为 : 


| 《> {12) (C12)¢347 123) (C1234) 


x | 3 一 1 -1 0 1 


由 可 得 到 ,的 一 个 3 次 复 表 未",; 它 提供 的 特征 标 X5 满足 
XCg) =Xy(tg)sY EES 因为 


CX EX G) 一 让 [3: 二 6。 (一 1 十 3 (12 十 8 .0 十 6.13] 一 1 


所 以 Y“ 不 可 约 . 

例 4.3.3 求 交 错 群 4* 的 复 特 征 标 表 . 

解 因为 45 是 单 群 , 所 以 As =A;. 从 而 45 只 有 一 个 1 次 复 表 
示 儿 , 它 是 主 表示 . 

;有 5 个 共 卉 类 ,其 代表 元 分 别 为 ; (1), (12) (34), (123)， 
(12345) ,(13524). 各 个 共 轧 类 的 元 素数 目 依 次 为 :1,15,20,12， 
12. 于 是 4; 有 5 个 不 可 约 复 特征 标 . 

因为 4A:; 基 驱 传 递 群 , 所 以 它 有 一 个 4 次 不 可 约 复 表示 锡 , 其 特 
征 标 六 在 4; 的 上 述 5 个 共 罗 类 的 代表 元 上 取 值 为 

(4, 0, 1; — 1,— 1). 

考 碟 几何 意义 .正二 十 面 钵 ( 简 记 作 入 0) 的 旋转 对 称 群 记 作 
G. 显然 ,以 完全 相对 的 两 个 顶点 的 连 线 为 轴 转 角 为 2x/5 的 旋转 是 
G 中 元 案 ( 因 为 入 ww 的 顶点 是 正 十 二 面体 入 1z 的 中 心 ;并 和 且 入 1 的 面 
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是 正 五 边 形 》. 由 子 入 ;有 12 个 顶点 ,因此 这 样 的 轴 有 6 根 , 相 应 的 
旋转 记 作 (一 1;2,-…,6), 显然 四 ==1; 因 此 避 中 有 24 个 5 阶 元 .以 
八 w 的 完全 相对 的 两 个 面 的 中 心 连 线 为 轴 转 27/3 的 旋转 也 是 局 中 
沁 素 (因为 和 八 x 的 面 是 正三 角形 ). 入 有 20 个 面 , 于 是 这 样 的 轴 有 
10 根 ,相应 的 旋转 记 作 房 ,Tt 委 10. 量 然 房 一 1, 因 此 CG 中 有 20 个 3 
阶 和 元 . 以 入 wo 的 完全 相对 的 两 条 楼 的 中 点 连 线 为 轴 转 角 为 5 的 旋 
转 也 是 G 中 元 素 , 八 w 有 30 条 楼 (因为 据 欧 拉 定 理 , 顶 点 数 十 面 数 
一 棱 数 十 2) ,于 是 这 样 的 轴 有 15 根 ,相应 的 旋转 记 作 2 :1<a<15. 
因此 中 有 15 个 2 阶 元 . 从 而 |G|=60. 

正二 十 面体 入 ;的 20 个 面 的 中 心 组 成 一 个 正 十 二 面体 入 ,四 
此 入 sw 的 旋转 对 称 群 G 也 是 入 的 旋转 对 称 群 . 不 难看 出 , 正 小 二 
与 这 个 下 方 栖 的 楼 或 者 平行 或 者 秋 直 . 这 样 我 们 可 以 把 入 :的 30 
条 楼 分 别 记 为 1,2,3,4,5, 使 得 有 同一 记 纺 i 的 6 条 楼 对 应 于 第 i 
个 锐 松 的 正方 体 , 正 十 二 面体 的 每 个 面 的 5 条 楼 恰好 有 1.,2,3,1,5 
这 5 个 不 同 的 记号 . 易 看 出 ,和 :的 旋转 对 称 群 6 作用 在 由 这 5 个 正 
方 体 组 成 的 集合 = 11,2,3.4,5} 上 .于 是 妞 色 ,SS 有 一 个 同 态 ,此 
辣 态 的 核 显 然 是 单位 子 群 ,于 是 G 同 构 于 5S 的 一 个 学 群 . 由 于 | 如 1! 
二 阳 二 | A;|; 所 以 GG 宇 As. 这样 4 到 6G 的 这 个 同 构 映 射 醒 给 出 了 
4 的 一 个 3 次 实 表 示 2 显然 乡 不 可 约 . 以 六 ww 的 中 心 为 原点 ;对 于 
G 中 每 一 个 旋转 ， 以 转轴 方向 为 ;建立 直角 坐标 系 [O 〇 ;el yeayes] ， 
则 此 旋转 在 这 个 基 =,eayes 下 的 矩阵 为 
cos — sing , 


Sin 他 eos D0 
0 0 1 
其 中 2 为 转角 . 因此 该 旋转 的 迹 为 1 十 2cosB. 从 而 % 的 值 为 ; 
XeC12)(34)) = 1 二 2c0s T= 一 1， 


Xs C123)) = 1 + 2cos 从 一 0， 
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六 (012345)) 一 1 十 2cos 下 一 1 2 ,、 i 5 ， 
. 44 元 
Xe (13524) = 1 + 2cos 5 =1™ 2c036° 
1 十 站 5 了 一 ww 5 
一 1 2 本 2 ' 


把 wg 经 过 向 量 空 间 的 基 域 的 扩张 得 到 gp , 它 提供 的 特征 标 xf 满 
是 XS 二 Xp(g) :VY 8E 4: :从 而 由 上 述 得 xx 在 4 的 共 辑 类 上 的 
值 为 


[3 一 40 二 GT Y5) 二 G 一 VS5)|， 
因为 
EXD = 高 [3 十 15- (一 1)* 十 20+0 


十 12 - (1+ -3 + 3) + 12.11 -| |- 1， 


所 以 gp 不 可 约 .把 8 5 记 作 qsp,x5 记 作 Xs 
六 的 值 为 [ 9,1,0, 诗 (3 5), 计 (3 一 V5)), 属 仍 为 4 的 
复 特征 标 . 易 算 出 (5 欢 ,一 1 如 ?一 1. 这 说 明 员 在 的 的 和 中 出 
现 1 次 ,只 在 多 的 由 中 也 出 现 1 次 . 从 而 二 二 乱 一 入 一 和 仍 为 及: 的 复 
特征 标 . 易 算出 产 的 慎 为 
51 — 1,0,0). 
因为 
Cat) == 击 [5 十 16 .1 二 20 一 1 十 12…0: 十 12.0:] 
-一 了 了 ， 四 
所 以 产 不 可 和 药 ,把 产 记 作 入 - 
45 的 第 5 个 不 可 约 复 特征 标 和 的 次 数 mm 应 满足 
1 十 各 十 3 十 了 于 十 各 一 60， 
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由 此 得 出 于 一 3. 利用 第 一 正 交 关系 可 求 出 为 的 值 ,从 币 完 成 4; 的 
复 特 征 标 表 如 下 : 


| “1 《123C347 (23) C12345) C13524) 


Al 1 1 1 1 1 


Xa 4 0 1 1 一 上 

入 3 一 1 0 +5 1 ¥3 

| 3 2 

x 5 1 -1 0 0 

Ys 3 1 0 1-- 5 1 上 w 5 
2 . 2 


3.2 绝对 不 可 约 表示 和 分 榴 域 的 定义 


定义 1 群 局 的 不 可 约 下 -表示 (9，;V) 称 为 绝对 不 可 约 , 如 果 
对 于 天 的 每 一 个 扩 域 下 都 有 (9 ”,V 是 的 不 可 约 F- 表 示 . 

定义 2 域 天 称 为 群 G 的 分 弄 域 ,如 果 G 的 每 一 个 不 可 约 天 - 
表示 都 是 绝对 不 可 约 的 . 

群 G 的 一 个 不 可 约 天 -表示 g, 如 何 判 定 它 是 不 是 绝对 不 可 约 
的 ? 群 上 的 分 柳 域 是 否 存 在 ?由 于 G 的 下 -表示 (gp,V) 由 域 上 的 
群 代 数 天 LG] 上 的 堪 模 TV 洋 定 ;斯 以 我 们 来 给 出 代数 上 的 左 模 是 
绝对 不 可 约 的 定义 及 不 可 约 左 模 是 纵 对 不 可 约 的 判别 条 件 ， 

设 4 是 域 坟 上 的 代数 .下 是 天 的 扩 域 . 令 

A :=F (Ord, 

由 于 有 是 域 尺 上 向 量 空间 ,因此 A' 是 域 玉 上 的 向 量 空 间 . 当 妈 
是 有 限 维 时 ,有 dimr(47) 二 dimxA; 并 且 着 A 的 一 个 KK- 基 是 名 ， 
2 "+n : 则 A 的 一 个 Ff- 基 是 COa ,16Oa, 9°" 1CO0,. 可 以 把 1C69a 
与 a 等 同 .于 是 A7 的 每 一 个 元 素 可 唯一 表 成 Se, 其 中 LEF， 
t= ,nn, 

当 4 是 无 限 维 代数 时 , 设 4 的 一 个 - 基 是 {aliE7), 其 中 了 


是 下 标 集 . 由 于 4 的 每 个 元 素 可 以 由 有 限 多 个 基 元 素 天 -线性 表 
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出 ,所 以 4 的 每 个 元 素 可 表 成 有 限 和 2 人 和 的 ea), 其 中 必 EF. 


从 集合 11G ze 刀 中 任 取 有 限 多 个 元 素 1Qen ,1Ga ,1@o ， 
因为 wj ,as 所 是 天- 线性 无 关 的 ,所 以 它们 是 4 的 子 空间 4 一 
(oa 的 一 个 天 - 基 , 从 而 Fe4, 的 一 个 F- 基 是 1@o， 
… ,169a. 这 说 明 集合 

条 因 “HE 了) 
中 任意 有 限 多 个 元 素 是 F- 线 性 无 关 的 ,从 而 此 集合 是 4 的 -个 
严 基 .于 是 4 的 每 个 元 素 表 成 有 限 和 27(1 因 a) 的 表 法 是 叭 


一 的 . 同样 可 把 189a 与 % 等 同 . 

无 论 4 是 有 上 艰 维 还 是 无 限 维 代数 ,我 们 可 以 在 4 ” 中 定 愉 乘 
法 如 下 : | 

(Oba) (Dhe) = 2 Dh (3) 

易 验 证 A 成 为 一 个 环 , 并 且 其 单位 元 为 1 的 14, 由 于 14 可 作为 4 
的 及 - 基 的 一 个 元 素 , 于 是 1 多 14 可 与 14 等同. 综 上 述 , 4 成 为 域 
所 上 的 代数 . 

设 凡是 左 4- 模 ,4 是 域 玉 上 的 代数 ,下 是 天 的 打 域 .由 于 邓 
也 是 域 天 上 向 量 空间 ,于 是 M 一 FeaxAMf 是 域 六 上 向 量 空间 . 设 
MM 的 一 个 天 - 基 为 Ht] 2 0" :> 则 | 2 的 一 个 下 - 基 是 TH rte 
(已 经 把 1 与 me; 等 同 ). 于 是 Me 中 每 一 个 元 案 可 唯一 地 表 


成 Dam E F. 又 由 上 述 ,A7 中 每 个 元 素 可 唯一 表 成 形式 
Ya (有 限 和 ), 因 此 我 们 可 以 定义 


(Dla) Dm 一 2 > laam;), 
易 验 证 Mf- 成 为 左 A"- 模 . 
定义 3 设 4 是 域 天 上 的 代数 ,一 个 不 可 约 左 4- 模 MM 称 为 
绝对 不 可 的, 如 果 对 于 关 的 每 一 个 扩 域 正 都 有 MM 是 不 可 约 左 
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447- 模 . 

定义 4 焉 到 的 一 个 扩 域 严 称 为 天 上 代数 4 的 分 各 域 ,如 果 
每 一 个 不 可 约 左 4 模 是 绝对 不 可 约 的 . 

为 了 讨论 一 个 不 可 约 左 4- 模 是 绝对 不 可 约 的 条 件 ,我 们 需要 
- - 些 概 念 和 结果 . 


3.3 具有 极 小 条 件 环 的 根 


定 久 5 环 丸 的 元 素 工 称 为 需 零 的 ,如 果 存 在 一 个 正 整数 亚 
使 得 zx” 一 0. 环 R 的 左 理想 (或 双边 理想 I 称 为 幕 专 的 ,如 果 相 在 
正 整 数 # 使 得 了 一 0. 

容易 着 出 , 若 了 是 环 R 的 客 堆 左 理想 , 则 7 的 每 个 元 索 是 客 零 
元 . 反之 不 一 定 成 立 ， 

定义 6 环 民 称 为 具有 极 小 条 件 的 环 , 和 如果 R 的 左 理 想 满 足 
降 链条 件 , 即 ,R 的 每 一 条 左 理想 的 降 链 仅 包含 有 限 多 个 不 同 的 左 
理想 . 

命题 4. 3.2 域 玉 二 有 限 维 代数 是 具有 极 小 条 件 的 环 - 
-证明 设 4 是 域 久 上 有 限 维 代数 .由 于 所 的 左 理 想 是 左下 
则 4- 模 4 前 子 模 ,从 而 是 域 冯 上 的 向 量 空 间 . 即 ,4 的 左 理 想 是 
高 量 空间 4 的 子 空间 . 因为 有 限 维 向 量 空间 的 子 空间 满足 降 链条 
件 , 所 以 4 是 具有 极 小 条 件 的 环 . | 

命题 4. 3.3 设 了 是 具有 琢 小 条 件 的 环 只 的 堪 理想 ,如 果 7 的 
每 个 元 素 是 震 零 的 , 则 了 工 是 需 零 的 . 

证 明 ”考虑 一 条 堪 理想 的 降 链 : 

IORFOROR… OO 
由 于 尺 是 具有 极 小 条 侍 的 环 , 所 以 存在 正 整 数 呈 司 得 三 一 天 记 
了 一 大, 则 天 一 7. 我 们 来 证 了 是 震 零 的 ,从 而 了 是 等 零 的 . 
假如 .不 是 攻 零 的 ,考虑 偏 序 集合 
5 = 二 {LIL 是 是 的 左 理想 ,LCCJ,JL 冯 0. 
因为 JES, 所 以 5 非 空 ,在 5 中 任 取 一 条 降 链 
154 


LDLDL, Dw. C4) 
由 于 这 是 R 的 左 理想 的 降 链 , 而 R 是 具有 极 小 条 件 的 环 , 因 此 在 

在 正 整数 m 使 得 Ls 一 Ls 二 上 w+s 二 ,从 而 链 (4) 在 5S 中 有 下 
拭 . 据 Zorn 引 理 ,9 有 极 小 元 素 工 *- 因为 JL* 关 0, 所 以 存在 zx€ 
工 ' 偿 得 Jzx 关 0. 显然 ,rz 是 R 的 左 理想 . 因为 了 CJ 所 以 JrCJ. 
显然 .KJz)y 兴 0 因为 天 二 四 ). 这些 说 明 .FE 拓 S. 由 于 工 * 有 是 3 的 极 
小 元 ,并 月 JzxCL' ,因此 得 到 , 产 = 大 于 是 工 * 中 任 一 元 素 形 如 
ax; 其 中 a€J. 由 于 xE€L' ,所 以 存在 5E J 使 得 x 二 bz. 从 而 B67 二 
xz. 由 此 得 到 x 一 br 一 所 x 一 Wx 一 …. 这 表明 瑟 不 是 竹 零 元 ,这 与 了 
的 每 个 元 素 是 此 等 元 的 假设 子 盾 . 所 以 7 是 此 零 的 .| 

定 必 7 设 民 是 具有 极 小 条 件 的 环 ,R 的 所 有 短 零 左 理 想 的 
和 称 为 R 的 根 , 记 作 radR. 

命题 4. 3.4 设 R 是 具有 极 小 亲 件 的 环 ; 则 RR 的 根 radR 是 民 
的 寡 零 双边 理想 . . 

证 明 显然 radR 是 RR 的 左 理 想 . 设 Ni、Ns 是 民 的 竹 零 左 理 
查 ,am 一 0 一 1 2. 在 Ni 十 入 :中 和 任 取 一 个 元 素 41 十 42， 其 中 有 
Ri 因为 (as 二 ea)m+m 一 (al 十 asfe 十 ar)… 和 fa 十 ar) 展开 后 每 一 
项 中 ,或 者 qi 出 现 的 次 数 大 于 m1 ;或 者 ez 出 现 的 次 数 大 于 ma, 车 
为 前 者 , 则 从 NT 二 0 可 推出 该 项 为 0; 着 为 后 者 , 同 理 该 项 为 0. 因 
此 a 十 az* 是 苦 零 元 . 从 而 Ni 十 Ns 是 血 零 的 . 容易 将 这 推广 成 : 民 
的 有 限 多 个 短 零 左 理想 的 和 是 贬 零 的 . 由 于 radR 的 每 一 个 元 素 xz 
是 属于 尽 的 有 限 多 个 等 零 左 理想 的 和 ,从 而 < 是 者 零 元 . 仍 据 命 
题 4. 3. 3 即 得 radR 是 宪 零 的 . 

显然 (radR)R 是 R 的 双边 理想 , 对 每 个 1, 有 

((radR)RY' = (radRYR(radR)R--(radR)R CC (radR)'R, 
因此 (radR)R 是 帘 零 的 . 据 radR 的 定义 得 (radR)yRCradR. 又 显 
然 (radR}YR 必 radR, 由 此 得 出 (radR})R 二 radR. 这 说 明 radR 是 双 
边 理 想 . 

命题 4. 3.5 设 尺 是 具有 极 小 条 件 的 环 , 则 商 环 尺 /radR 不 包 
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合生 零 看 理想 ,除了 和 零 理 想 以 外 . 

证 明 痪 环 R/radR 的 左 理想 形 如 TI/radR, 其 中 I 是 R 的 左 
理想 并 且 f 汪 radR, 记 NN 二 radR, 显然 I/N 是 寡 等 的 当 上 且 仅 当 存 
在 正 整 数 m 使 得 "CN. 因 为 N 是 过 零 的 ,所 以 它 的 每 个 元 素 是 
医 堆 元 ,从 丽 刁 的 每 个 元 素 是 攻 专 的 ,因此 三 是 苦 零 的 ,于 是 了 
是 宪 零 的 ,由 此 推出 TEN ,从 而 了 一 六 .因此 7N 是 零 理 想 、 上 

定 尽 8 设 忆 是 具有 极 小 条 件 的 环 ,如 果 radR 二 0, 则 称 尺 是 
半 单 环 . 

推论 4. 3.1 设 丸 是 具有 极 小 条 件 的 环 , 则 RiLradR 是 半 单 
环 . 

证 明 因为 R 是 其 有 极 小 条 件 的 环 , 所 以 R/radR 记 是. 然后 
由 人 病 题 4. 3. 5 立即 得 出 此 /radR 且 半音 环 ， 下 

命题 4. 3. 6 设 只 是 具有 极 小 条 件 的 环 , 则 只 的 每 一 个 非 军 
零 的 左 理想 工 包 含 一 个 洗 等 元 . 

证 明 因为 民 是 具有 极 小 条 件 的 环 , 所 以 尺 的 左 理想 的 非 空 
集合 对 于 和 集合 的 包 会 关系 所 成 的 偏 序 集 有 极 小 元 素 ( 利 用 Zorn 引 
理 ). 现在 考 虚 RR 的 被 包含 在 I 里 的 非 突 零 左 理想 欧 集 合 ,显然 它 
非 空 (因为 在 此 集合 里 ), 于 是 它 有 极 小 元 素 1. 这 意味 着 RR 的 
任意 … 个 真 包含 在 厂 纤 前 堪 理 想必 定 是 宕 零 的 . 现在 闻 是 非 宪 稚 
堪 理 想 并 且 下 Cn ,因此 兰 一 六 .其 次 考虑 偏 序 集合 

5 = {IL| 工 悬 是 的 左 理想 ,LC 世上 L 关 0}. 
因为 I,ES, 所 以 5S 非 空 .从 而 S 有 极 小 元 素 ,因为 i 关 0, 所 
以 存在 z+E€E 使 得 ix 关 0. 显然 Tx 是 RR 的 左 理想 ,因为 zxCL 
Cl ,并 且 了 《一 政工 一 六 基 0 所 以 Tz 生 汪 . 由 五 的 极 小 性 得 
出 : Tx=. 于 是 工 的 元 素 形 如 ar, 其 中 EL. 因 汐 zE 荆 ,所 以 
存在 EI 使 得 x==ax, 从 而 


T= ar=ar = 
这 表明 a 不 基 和 若 零 元 ,并 且 (a 一 a)x 一 0. 令 
N= {utE€ llr = 0}CD. 
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因为 I 二 二 了 关 0; 所 以 NN 是 真 包含 在 了 ,里 的 左 理 想 , 从 而 N 是 磊 
零 的 ， 邻 A 二 2 —aEtN. 如 果 2 一 0, 刚 他 是 宕 等 元 并 月 aE 厂 己 工 
如 果 mi 天 0, 则 令 


2 一 G 十 mi 一 2am 万 也 
由 于 吉 一 a 一 a， 所 以 sa 和 症 可 互相 交换 ( 指 匀 法 运算 ). 于 是 如 
果 ax 是 宕 替 的 , 则 xs 一 ce 一 站 十 2am 也 是 宪 堆 元. 因此 a1 是非 宕 符 
元 . 直接 计算 得 到 
| ad 一 Qt = dni 一 3n2, 

于 是 一 a1 EN. 因为 N 是 寡 零 左 理想 ,所 以 ai 一 a! 晨 餐 零 元 . 从 
于 式 还 看 测 @ 一 Q 包 会 因子 地 ,并 且 与 可 交换 , 记 m= at a. 
递归 地 ,我们 能 在 五 中 相继 构造 非 寿 零 元 a1,41，"… 使 得 局 一 ai 包 
含 因子 nf. 因为 由 是 圭 零 元 ,所 以 对 于 足够 大 的 整数 了 可 以 使 可 
一 0, 从 而 习 一 ai; 此 时 a; 是 其 等 元 1 

设 4 是 域 扩 上 的 有 限 维 代 数 , 则 4 是 具有 极 小 条 件 的 环 , 如 
果 rad4 一 0, 则 和 4 是 半音 环 . 在 第 二 章 8 2 中 我 们 曾经 给 出 过 半 单 
代数 的 定义 , 域 玉 上 有 限 维 代数 4 称 为 半 单 的 ,如 果 每 一 个 左 
4- 模 是 完全 可 药 的 , 这 两 者 有 什么 联系 呢 ? 根 据 下 面 将 要 证 明 的 
命题 4. 3. 7 和 第 二 章 的 命题 2. 2. 1 便 知道 ,这 两 个 定义 是 等 价 的 . 

命题 4. 3.7 和 没 RR 是 具有 极 小 条 件 的 环 , 则 radR=0 的 充分 必 
要 条 件 是 左 正则 R- 模 民 是 完全 可 约 的 . 

证 明 必要 性 设 工 是 RR 的 一 个 极 小 左 理想 , 因为 radR 一 
0, 所 以 二 是 非 蜂 零 的 . 据 命题 4. 3.6, 工 包 含 一 个 帘 等 元 e 因为 
Re 是 RR 的 诺 理想 ;并 且 Re 忆 Li, 所 以 Re 一 任 取 xE Li; 设 z= 
be, 其 中 5ER. 央 为 ze 一 (Bee 一 研一 各 ,所 以 re 一 +- 于 是 人 =x 
ERIze=z}. 令 

Li' C= Rl Oo e), 
任意 yE' 设 y==atl 一 e); 则 ye 一 af1 一 ee 一 ae 一 一 0. 于 是 
世 一 [3E 民 ye 一 人 ,显然 工 7 是 丸 的 左 理想 ,并 且 易 看 出 证 门 志 ， 
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一 人 0). 因 为 只 中 每 个 元 素 x 可 表 成 
了 一 3e 十 一 2)， 
所 以 展 一 志和 5 如果 工 ' 疼 (0), 则 4 包含 民 的 一 个 极 小 左 理想 
La. 于 是 LL = Lz Le' ;其 中 工 :' 是 Rr 的 某 个 左 理想 . 重复 这 个 过 
惟 , 得 到 左 理 相 的 拯 烙 降 链 
DE De.. 

因为 RR 是 具有 极 小 条 件 的 环 , 这 条 链 必 然 终止 于 (0). 于 是 R= 工 
引咎 … 中 元 , 据 习 题 2.2 的 第 3 题 ,这 说 明 左 正则 用- 模 只 是 完全 
可 约 的 ， 

充分 性 ” 设 入 =radR. 因为 左 正则 民 R- 模 民 是 完全 可 约 的 , 岂 
以 存在 R 的 左 理想 N' 使 得 尺 二 NN', 很 如 N 去 (0), 则 据 引 理 
2. 2. 1] 得; 1 二 el 十 es, 其 中 ei1EN ,esEN’' ,并 且 el 是 窜 等 元 ,于 是 a 
二 和 二 个 二 … ,从 而 对 任意 正 整数 m* 都 有 ef 二 了 关 0. 但 是 eyEN 并 
且 N 是 医 零 理想 ,于 是 ej 为 虞 零 元 , 子 盾 ,所 以 N=(0)， | 

现在 我 们 从 另 一 角度 来 刻画 rad4 ,其 中 44 是 具有 极 小 条 件 的 
环 . 

设 于 是 左 4- 模 , 令 

annfagfy :一 {z EE Alarc = 0O¥ TE M), 

称 ann (CM) 是 4 的 堆 化 子 . 显然 annCad) 是 4 的 双边 理想 . 如 果 
annCM) = 二 (00),; 风 称 对 是 忠实 的 ， 

命题 4. 3.8 设 4 是 具有 极 小 条 件 的 环 , 则 

faq 凡 一 骨 ann(a4) ， 


其 中 对 跑 遍 不 可 约 左 4- 横 ， 
证 明 任 取 5E 站 annCa) ,其 中 M 跑 遍 不 可 约 左 4- 寞 . 记 
十 一 4jrad4 , 据 推论 4. 3.1, 本 是 半 单 环 . 任 取 … 个 不 可 约 左 本 - 模 
好 ， 规 定 dz 一 ErY rrE MaE4, 则 邮 成 为 左 4- 模 . 假如 邮 作 
为 左 4- 模 可 约 . 则 对 有 -- 个 非 平 凡 的 子 横 村 ,由 于 ¥ >yE AM 有 
ay 王 ay Mi 所 以 有 是 左 4 - 模 MM 的 于 模 , 这 与 MM 是 不 可 约 左 
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4- 横 矛盾. 因此 34 作为 左 4- 模 仍 不 可 约 , 于 是 ZEannkad), 即 5 
一 0. 由 于 妥 是 半 单 环 , 据 命 题 4.3.7 知 , 左 正则 4- 模 甩 是 完 全 可 
约 的 ,从 而 4 可 分 解 成 不 可 约 左 A- 模 的 家 和 ,因此 54=0. 从 而 有 
0=# 1 一 5B, 因此 5EradA. 
到 之 , 任 取 cerad4, 任 到 一 个 不 可 约 左 4- 模 时 ,要 证 cM = 
0. 容易 看 出 (rad4)M 是 M 的 子 模 . 由 于 MM 不 可 约 , 便 可 得 到 
(radAj)M= 二 0 或 者 (radA4) 凶 二 JM. 假如 为 后 者 , 则 得 
M= radAyM = (radAY:M 一 
因为 rad4 是 寡 零 的 ,由 上 式 推 出 M=D0, 耶 盾 . 所 以 (radA}M 一 0. 
于 是 cM=0. | 
推论 4.3.2 设 4 是 域 瑟 上 有 限 维 代数 , 则 4 是 半 单 的 当 且 
公 当 门 annkat 一 0, 其 中 邓 跑 遍 不 可 约 左 4- 模 . 
命题 4. 3.9 设 4 是 域 玉 上 有 限 锥 代数 ,如 果 4 有 一 个 忠实 
的 不 可 的 左 模 , 则 4 是 单 代 数 . 
证 明 设 对 是 忠实 的 不 可 约 左 4- 模 , 则 annCM) 一 0. 据 命题 
-4.3.8 得 rad(4) 一 0. 从 而 4 是 半 单 代数 . 从 定理 2. 2. 3 知道 ,4 一 
A 昌国 和 ,1 一 e1 于 ez 十 十 es， 其 中 {eyyes,-… se} 是 A 和 4 的 全 
部 中 心 本 原 短 等 元 ,并且 A,= 4e 是 单 环 ， 它 的 单位 元 是 。 (i=1, 
2,……5)-. 于 是 得 到 
mi 一 1， .AM=eMeMi. :二 eM. 
因为 eyEZCAD) ,也 Daler) = tae) r= (ea)r=e (lar)} EeM,Y a 
EATEM. 从 而 eM 是 MM 的 子 机 ,1 二 1,2,-…,s. 因 为 e1yes 3 ve 
两 两 正 交 ,所 以 MM 二 eMesMODP… 引 eM. 因为 M 不 可 约 ,所 以 存 
在 唯一 的 了 使 得 对 一 对 ,其 余 ssM=0 当 i 关 j. 假如 s 半 1, 则 当 i 关 
j 时 ,e/:Eann(M), 这 与 本 是 忠实 的 了 矛盾. 所 以 :二 1. 这 说 明和 4 是 
单 代数 . 1 


3-4 绝对 不 可 约 表 示 和 分 型 域 的 判定 


现在 我 们 可 以 得 到 域 K 上 有 限 维 代数 4 的 不 可 约 左 模 是 绝 
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对 不 可 约 的 充分 必要 条 件 了 ; 
定理 4.3.1 设 有 和 4 是 域外 上 有 限 维 代数 ,MM 是 不 可 约 左 A- 
模 , 并 且 dimxM 二 2, 则 是 绝对 不 可 约 的 充分 必要 和 条件 是 
Homa CM ,MN 过 下 . (5) 
证 明 设 D=HomaCM;AMD). 由 于 MH 不 可 约 , 所 以 DD 是 除 环 . 
在 定理 2. 2. 4 的 6 的 证 明 过 程 中 已 证 厂 可 成 为 域 天 上 有 限 维 向 
景 空间 ,M 基 除 环卫 上 右 向 量 空间 ,并 有 是 有 
dimxM = (dimxD}) . (dimpM). <6) 
对 于 <E4, 令 ar xzrraryy Ci 易 验 证 ar 荐 域 尺 上 向 量 
空间 M 的 线性 变换 . 令 41 一 {ailaE Ai, 易 看 出 A 是 域 天 上代 
数 , 并 有 是 Ar 二 Homxr CM AMD). 因为 dimgnd<oo ,所 以 dimra4i<<cc. 
容易 看 出 arm=ar 是 A 到 Ai 的 代数 同 态 . 显然 M 也 蚌 左 44- 模 ,并 
且 对 作为 4:- 模 也 是 不 可 约 的 .车 ar EannCM), 则 对 一 切 x€EM 
有 az 一 0, 从 而 线性 变换 a 是 零 变 换 , 即 a 一 0, 所 以 ann (CM) 一 
0, 于 是 M 作为 4:- 模 是 忠实 的 . 据 命 题 4. 3. 9 得 ， 4x 是 单 代数 . 
设 是 好 到 对 的 群 疝 态 , 因 为 
仙人 Er) = a 
所 以 Homa tM ,MD) 一 Homa CM ,MD. 为 简便 起 见 , 记 B=A， 
据 定理 2. 2. 4CWedderburn)} 得 
B= A 之 Homp(M,M) > M.D), 《7 
其 中 == dimpM. 
必要 性 设 好 是 绝对 不 可 约 的 . 取 下 的 一 个 扩 域 让 使 得 下 
是 代数 封闭 的 .于 是 M7” 是 不 可 约 左 A"- 模 . 容易 看 出 M 作为 左 
B"- 模 也 是 不 可 约 的 . 由 于 B* 里 的 元 素 是 域 下 上 向 量 空间 好 的 
线性 变换 ,所 书 annCM I) 一 0, 从 而 M' 作为 B*- 模 是 忠实 的 .于 是 
据 命 题 4. 3. 9 得 : B7 是 单 代 数 . 令 
D" = Homer(M" ,M"), (8) 
据 Wedderburn 定理 得 
Br 2 Homp: Ca AD MCD'), 《9) 
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其 中 > 一 dimo CGM”). 类似 于 上 面 讲 过 的 理由 ,有 
Homar CM ,M") = Homar (CMT, nd- (10) 
由于 只 是 代数 封闭 域 , 并 且 本 是 不 可 约 左 4A”- 模 ,是 
dimr CM ) 一 dimxM<<o0, 因 此 所 Schur 引 理 得 


Hoemar (Mr ar =F. 《112 

由 此 得 出 : D’ = 二 Homs" OM”,M") 一 Homw (Mr,M*) 宇 F ,从 而 有 
dimxrM 一 dims(M”) 一 dim (M”) 一 5) (12) 
dimxB = dimr(B") = ss, {13) 


其 中 dimr(B87)= 二 s: 是 因为 BF 之 M.CD" ) 宇 M,CF). 从 (7) 式 得 : 
dimxB = dimx (M.D)) = (dimrD) (dimpM,(D)) 
= (dimgD) « n2. 9 
从 (6) 、(12),C13) 和 {14) 式 得 
= (dimrM): = (dimxkD) (dimpM)? = CdimxrD)?. n: 


dimaB 
dimxD 


由 此 得 到 : dimxD=1, 所 以 兰芝. 

充分 性 设 HomadC ,iD 人 关 天. 任 取 天 的 一 个 扩 域 下 , 刚 
是 左 4 - 模 . 根据 (7) 式 ,8=4 宇 M,CD). 现在 局 宇 下, 因此 B 实 
M.(K). 于 是 MM 是 不 可 约 左 M,CK)- 模 ,从 而 MF 是 左 M, (KK) 
模 . 由 于 M.( 开 1 的 元 素 形 如 > jaes, 其 中 加 是 (站 元 为 1, 其 余 
元 全 为 0 的 矩阵 ,ls EEF, 因此 ,M,CK)" 一 MCF). 于 是 Mr 是 左 
MF)- 模 . 因为 

dims (MY = dimxeM = dimpM — n, 

所 以 有 上 向 量 空 间 的 同 枸 ，M" 之 M,(F)es. 易 验 证 这 也 是 
M.LF)- 同 构 . 由 于 对 。(CF)es 是 MCF) 的 极 小 左 理 想 , 所 以 MF 是 
不 可 约 左 M,CF)- 模 . 由 于 MM.( 丰 一 M,(K) 衬 B*, 因 此 Mr 是 不 可 
约 左 8B- 横 . 从 而 az 是 不 可 约 左 4A- 模 . 这 就 证 明了 MM 是 绝对 不 
可 约 的 ， 1 


= {dimxD)? 。 


= (dimaD) 。52， 
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推论 4.3.3 设 4 是 代数 闲 域 万 上 的 有 限 维 代数 ,JM4 是 不 下 
约 左 4- 模 并 且 dimeaM<ec ,由 1 是 绝对 不 可 约 的 . 

证 明 据 Schur 引 理 得 : Hom (M,M) 衬 Ff. 从 而 据 定理 
4. 3. 1 得 ; M 是 绝对 不 可 约 的 . 下 

推论 4. 3.4 设 避 是 有 限 群 , 则 任 一 代数 封 闵 域 都 是 和 的 分 
裂 域 . 

证 明 设 下 蚌 代 数 闲 域 . 设 (g; 玉 是 上 的 任 : :不 可 约 关 -去 
示 . 据 推论 4. 3. 3 得 : 左 FLC]j- 模 TY 是 绝对 不 可 的 的 . 从 而 对 于 下 
的 每 -个 扩 域 五 ,都 有 六 是 不 可 约 左 FLGJ*- 模 ,从 F[GJ 的 元 
素 可 看 出 F[GJ 一 ELGJ. 于 是 VW 是 不 可 约 左 ELGjJ- 模 ,从 而 
是 G 的 不 可 约 五 -表示 .因此 9 是 绝对 不 可 约 的 ,从 而 忆 是 忧 的 分 
裂 域 ， | 

推论 4. 3. 4 说 明 有 限 群 G 的 分 裂 域 一 定 存在 ,和 便 如 复数 域 就 
是 G 的 分 裂 域 . 下 面 我 们 进一步 讨论 域外 是 有 限 群 的 分 裂 域 
的 充分 必要 条 件 . 

设 tp, 让 是 有 限 群 5 的 不 可 约 下 -表示 , 从 推论 4. 3.4 的 证 明 
过 程 看 到 :车 左 玉 [GJ- 模 VY 是 绝对 不 可 约 的 , 则 玉 - 表 示 8 是 绝对 
不 可 约 的 .反之 亦 然 ， 

定理 4.3.2 设 避 是 有 限 群 , 域 KK 的 特征 不 能 整除 |G1. 设 
天 [G]= .4 四 4 四 … 四 4 ,其 中 44 一 12, :5 是 单 环 . 设 元 :是 
KLG] 的 极 小 左 理 想 并 且 Li 世 4;; 令 DD; 一 Homa,(Ln,Ln) 1 二 1,2， 
5 则 天 是 G 的 分 裂 域 当 且 仅 当 DD 之 K ,i=1;2 ss. 

证 明 车 sEHomrrotins Li); 则 显然 有 gE€ Homa Cn: 
了 .反之 ,车 caE Homa (Las Tan) ; 任 到 a€EK[G],xzEL * 设 “一 
1 十 az 十 汪 十 as 其 中 EC 委 j 委 引 . 从 定理 2, 2.3 的 证 明 过 程 
知道 : 44i 一 (0) 当 JEf 因此 am 一 axsacgzn 一 aekzi) 从 而 得 
到 :afaz =o{gr) ma ri) =aotri) ;这 说 朋 a EE Homzxre (Ls 
Lia), 因此 Homxre] CE Se = Hom, Ca :Lin). 

任 取 G 的 一 个 不 可 约 玉 - 表 示 5P VD) ， 则 7 必然 同 构 于 某 个 Ln. 
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因此, 玉 是 G 的 分 名 域 所 全 7 绝对 不 可 约 人 一 1 2 1) 后 
Homgre La LA TRG=1,2 .0 eS DTKG=1,2..… ,5). | 

从 定理 4. 3. 2 知道 ,在 第 二 章 $ 3 和 第 三 章 中 的 一 些 定理 或 命 
题 或 推论 ,如 果 其 条 件 包 仿 “KK 是 特征 不 能 整除 |G | 的 域 并 且 使 得 
成 衬 KK G 一 1,2, 5)” 那么 这 和 句 话 等 价 于 “ 域 居 的 特征 不 能 整 
队 |C| 并 且 天 是 GG 的 分 裂 域 ”. 

从 定理 4. 3.2 和 定理 2. 3. 6 还 可 得 到 ， 

推论 4.3.5 设 避 是 有 限 群 , 域 乓 的 特征 不 能 整除 |G|. 则 天 
是 G 的 分 型 域 当 且 仅 当 所 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 天 -表示 的 次 数 
的 平方 和 等 于 1G1. 

根据 推论 4 3.5, 从 例 2. 3. 1 知道 : 若 char 玉 6, 则 天 是 5 的 
分 型 域 ;} 从 例 2. 3. 2 知道 ; 实数 域 是 ;的 分 异域 ;从 例 2. 3- 3 知道 : 
实数 域 是 5, 的 分 裂 域 ;从 例 2. 3. 4 知道 : 实数 域 不 是 3 阶 循环 群 的 
分 裂 域 ; 从 习题 2. 3 的 第 5 题 知道 ;实数 域 不 是 四 元 数 群 的 分 裂 域 ; 
从 例 3. 3. 1 知道 , 实数 域 是 二 面体 群 DD 的 分 型 域 ;, 从 例 3.3.3 纠 
道 ; 实 数 域 不 是 4, 的 分 裂 域 . 

从 定理 4. 3.1 还 可 得 到 ; 

推论 4.3.6 设 4 是 域 天 上 的 有 限 维 代数 ,并 且 站 是 4 的 分 
虱 域 . 设 玉 是 不 可 约 在 4- 模 并 且 de 出 

Hom CV ,YY 守 

把 推论 4. 3. 6 与 Schur 于 册 较 可 着 由 ， Sehur 引 再 中 的 条 件 
“下 是 代数 封闭 域 " 可 以 减弱 万 “天 是 4 的 分 裂 域 并 且 4 是 有 限 
维 前 ”, 结 论 仿 然 成 立 . 


习 题 4.3 


1. 设 呈 是 有 单位 元 的 环 ,R 的 所 有 极 大 左 理 想 的 交 称 为 民 
的 Jacobson 根 , 记 作 了 (RD)， 
设 RR 是 具有 极 小 条 件 的 环 ,证 明 : 
IR) = radnR. 
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(提示 ; 先 证 J 了 CRYCradR. 任 取 aEJ(R), 内 要 证 a 属于 尾 一 
不 可 约 无 R- 模 M 的 零 化 子 . 尾 取 xzEM 且 x 关 0, 去 证 M 二 Rr. 令 
frmrryy rER. 验证 了 是 左 正则 了 R- 模 RR 到 NM 的 满 的 模 同 态 ， 
从 而 R/Kerf 宇 让 .去 证 Ker 是 RR 的 极 大 左 理 想 , 从 而 aE Kerf， 
于 是 az 一 0, 说 明 aEannCM). 再 证 radRCJCRY). 只 要 证 玉 的 任 
一 极 太 左 理 想 7 一 rad 玉 . 假如 不 然 ; 则 IT 十 radR 一 RR, 从 而 1 二 a 十 ec， 
其 中 aE1,cEradR. 于 是 c 是 罕 零 元 ,由 此 推出 1 一 c 可 诞 , 县 a 可 
道 . 从 而 了 =R.》 

2. 设 避 是 有 限 群 ,域外 的 特征 为 0, 设 yg 是 GG 的 下 -表示 ,是 
提供 的 特征 标 .证明 ; 绝对 不 可 约 当 且 仅 当 {X,X} 二 1. 

3. 设 忆 是 有 限 群 , 域 下 的 特征 为 0. 设 如 传递 地 作用 在 xn 元 
集合 如 上 ,由 此 引起 的 * 次 置换 表示 二 DV, 其 中 各 是 G 的 主 
表示 . 证明: 避 在 避 上 的 作用 是 双 传 递 的 当 旦 仅 当 是 绝对 不 可 
约 的 . 

4. 求 二 面体 群 Ds 二 ta5 a 二 1 好 二 1 ,a8 一 ea 17 的 所 有 
不 等 价 的 不 可 的 实 表 示 和 复 表示 ,并 且 写 出 其 特征 标 表 - 实数 域 是 
DD 的 分 列 域 码 ? 

{提示 : 求 出 Ds 的 中 心 为 ZCDw) 二 {1,a"), 然后 求 出 Do 有 
珈 十 3 个 共 轰 类 ,其 代表 元 为 : Tea yan la ,5 yap. 求 出 D3 一 
(a?), 商 群 Due/D 和 是 Klein 四 元 群 .于 是 Di 有 4 个 1 次 实 表示 - 考 
虑 正 2 边 形 的 对 称 群 G, 绕 中 心 O 转角 为 红 的 旋转 wE G, 关 于 直 
线 O4 的 反射 BEG, 其 中 加 是 正 2m 边 形 的 一 个 顶点 , 对 于 1 所 1 所 
2m 一 1; 映 者 责 : a 一 w ,bmpB 是 Dam 到 GL 人 CV) 的 同 态 ,其 中 V 是 平 
面 上 以 口 为 起 点 的 所 有 向 量 组 成 的 实 向 量 空 间 .于 是 内 是 Ds 的 2 
次 实 表 示 ,; 写 出 它 的 矩阵 表示 . 证 明 ， ni 当 1 志 i 入 mm 一 ] 肝 ， 
证 明 上 内 不 可 约 . 当 1 所 ij 委 只 一 1 时 , 几 关 由 . 于 是 不 等 价 的 不 可 约 2 
次 实 表 示 己 求 出 mm 一 1 个 . 不 等 价 的 不 可 约 实 表示 已 求 出 4 十 (mm 一 
1) 王 大 十 3 个 . 并 且 41 了 十 Cm 一 1)'2*: 一 4m 二 ,Dn| :所 以 这 些 是 五:。 
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的 全 部 不 等 价 的 不 可 约 实 表 示 ,并 且 实 数 域 导 Pa 的 分 裂 域 . ) 
5. 求 二 面体 群 Dsmy1 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 实 表示 种 复 表 
示 , 写 出 特征 标 表 , 实数 域 是 Dot 的 分 裂 域 吗 ? 


#4 群 的 直 积 的 表示 


设 避 是 群 G 和 Gs 的 外 直 积 ,C9 (WWW 分别 是 全 和 Gz 的 
到- 表示. 我们 将 利用 张 量 积 得 到 G 的 一 个 天 -表示 . 方法 如 下 : 

首先 作 向 量 空间 VV 和 克 的 张 量 积 : YESxW. 其 次 规定 群 代数 
KK[G] 在 YO@xW 上 的 作用 由 下 式 给 出 : 

(gu B82) 0 Ww) 一 有 ip 区) gorzu， 
8 人 CE 《1) 
并 且 线 性 地 扩充 到 下 [Gj] 和 VxW 上 . 这 样 VOxW 成 为 左 
天 LG]- 模 , 称 它 是 左 玉 [G]- 模 YY 和 左 居 [Gj] 模仿 的 外 张 量 积 ， 
把 它 记 作 玉 ##W. 由 左 六 [GJ] 模 V#W 提供 的 避 的 表示 称 为 Gi 的 
表示 Pp 与 G: 约 表示 的 外 张 最 积 , 记 作 gt#y. 于 是 有 
[ (并 的 ) (g1 ,82) |{v (ea WwW) = (B127 © ww) 一 号 1 世 的 Ba 
= Pg 的 Wg) ws 
[Mg OB olga) ow Hw) = gv OB fg)w, 


因此 
(PHP EE2) 一 p81) OO ga). (2) 
从 而 相应 的 矩阵 表示 满足 下 述 关 系 式 : 
‘Ig 一 PDE) 的 到 (83 . (3) 
于 基 相 应 的 特征 标 满足 : 
Keag B19 B82) 一 NE ，Xok8s)， (4) 


现在 讨论 外 张 量 积 表 示 的 等 价 问 题 . 
命题 4. 4. 1 设 G 是 群 GJ 和 Gs 的 外 直 积 ,KK 是 任 一 域 . 设 (9， 
V) 和 (VY) 是 GG 的 两 个 不 可 约 KK- 表 示 ; (VyW) 和 人 WW') 是 G。 
的 两 个 不 可 约 KK- 表示. 则 g# yg 六 的 充分 必要 条 件 是 py 
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并 日 名 2. 
证 明 充分 性 若 g 9 和, 则 存在 向 量 空间 的 癌 构 a; 
VVY';r; WW' 柄 得 
Fao 一 oplg1), VY gi EE Gs 
Vg)T 一 ThEL), ¥ gz E Ga. 
显然 ae9r 是 向量 室 间 VOOxW 到 VY'C9xW"' 的 同 构 ,并 昌 有 
[Cg #6) Cg ga) 10 0 rT Cv 0 ww) 
= Pg) Op Cg2) rw 
= op(g)v CO rlgs) rw 
— (oO NL PH ,gv DB ww), 


所 以 

CCF HE) gg) OT) = Co LPHG) Cg ,g2)], 

Y Bi EE G,. 

及 而 得 到 风 东 风 s9 并 四 《 注 : 在 证 明 充 分 性 时 ,不 需要 不 可 约 的 
条 件 . ) 

必要 性 ” 若 g#gesi 共 办 , 则 有 左 天 [C]- 模 同 构 : 

VY#W 之 WH#W'. 
今 177 一 人 (8iy1) |giECG ;显然 GY 兰 避 ,把 CT 与 人 等 问 , 于 是 把 
局, 看 成 XGs 的 子 群 ; 从 而 可 把 VV##W 看 成 左下 [G1 上} 模 . 在 三， 
W" 上 分 别 取 一 个 基 : ww ye row ywel… ,zi. 内 而 有 
V EOxW VV Crew 0 VO}, 
由 于 (gD (vw) = gv Ow EVOr (Cw Y EG :因此 V Cx 
fro) 是 左 天 [GG 小 模 ,从 而 得 到 左 天 FG 二 模 Y#W 的 直 和 分 解 式 : 
VHW Vert TY Or tt, }. 
易 验证 左 下 [GJ- 模 六 与 YOOx tw) 癌 构 ,f=1,2,… yxm. 于 是 得 
ViW VF 十 收 二 VV= mV, 
类 人 地 把 V'#W' 看 成 诺 天 LG]- 模 ,可 得 太 玉 [GJ- 模 同 构 : 
Vt#W 之 nV 
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已 刻 有 左 天 LG 模 同 构 : 下 共 卫 =sV: 并 全 ,把 两 边 看 成 左 
KLG; 二 模 , 便 得 左 六 [Ci 二 模 癌 构 :， 7 全 2 .由 于 VY 和 都 是 不 
可 约 左 天 [GJ- 模 ,于 是 据 Jordan-Helder 定理 ,得 到 :VWV 实 WV', 从 而 
Fg. 同 理 可 证 WW 宇 W? ,从 而 yg， | 

我 们 要 讨论 的 另 一 个 问题 是 : 若 gr 分 别 是 避 各 人 3 的 不 可 
约 表 示 , 那 么 y## 站 是 否 为 GXG; 的 不 可 的 家世 ?反之 , 若 gp 六 省 不 
可 约 , 那 么 多 和 双 是 和 否 都 不 可 约 ? 

命题 4. 4.2 设 玉 是 任 一 域 , Cg V) 是 群 G 的 天- 表示 ，(W， 
， 镀 ) 是 名 的 天 -表示 ,; 若 (8 六 看 玉 并 WW 是 旭 == 丰 /六 名 的 不 可 约 帮 - 囊 
未 : 则 和光 攀 不 可 约 ， | 

证 明 根 如 9 可 约 , 设 阅 是 7 的 非 平凡 Gi 不 变 子 空间 , 则 
dimxV 之 dimxV. 从 而 有 : 

dimx COV) SW = (dimV LD) dimxW) 
< (dimxV OC dimx 色 7) = dimx (VY OxW), 
因此 CxW 是 VeOxW 的 真子 空间 , 显然 不 是 零 子 空间 . 又 由 于 
L gH# fg ga) vO WW) = 中 的 kr 全 ， 

因此 VOxW 是 6G 不 变 子 空间 且 非 平凡 ,这 与 gp# 光 不 可 约 矛 盾 ， 
同 理 可 证 5 不 可 约 .， 1] 

命题 4. 4.3 设 玉 是 有 限 群 忆 和 GG; 的 分 裂 域 ,并 有 char 开 一 
0. 若 gp 下 分 别 是 GeCs 的 不 同 约 天 - 表示 , 则 9H 少 是 G 一 个 | 关 右 ;的 
不 可 约 KK- 表 示 , 而 且 是 绝对 不 可 约 的 . 

证 明 ”由 于 char 天 一 0 并 且 玉 是 G 和 Gs 的 分 裂 域 , 于 是 从 
多 不 可 约 得 出 (和 ye 一 1, 《XorXsls, 一 1. 从 而 得 出 


1 ， 
《re i 一 Tal DuoesE one g) 


re re [Gs| |， 和 2 3 XeE ON EI NE Ny lR82') 一 1. 


由 于 char 玉 一 0, 所 以 到 其 儿 不 可 约 . 并 且 据 习题 4.3 第 ?3 题 知 p+ y 
绝对 不 可 约 ， 上 
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定理 4.4.1 设 天 是 有 限 群 GJ 和 Gs 的 分 裂 域 ,日 charK 一 0. 
设 有 ,更 有 是 GG 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 下 -表示 ; 设 站 ,向 …， 
re 基 GG 的 所 有 不 等 价 的 不 订 约 下 -表示 . 则 

{B= L212 

是 G=G1XG: 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 下 -表示 ,并 且 天 也 是 避 的 
分 裂 域 . 

证 明 ”由 命题 4.4. 3 知 ,每 个 gy, 是 的 不 可 约 天 -表示 并 
是 绝 对 椒 可 约 . 由 命题 4. 4. 1 短 ; 妇 # 内 2 名 怕 且 权 当 i 一 7' 并 
县 7 一 六 园 此 { 全 并 用 扫 ji 安生 给 出 了 的 兰 个 不 等 价 的 
不 可 约 五 -表示 . 

因为 天 是 Ci 和 :的 分 裂 域 目 echar 天 一 0, 所 以 CCG: 分 草 有 
sf 个 共 堪 类 . 其 代表 元 假设 分 中 为 fa Ga yc Fb ba 
易 看 出 {a 5 一 2 一 12 4 直 正 好 是 加 的 全 部 共 罗 
类 的 代表 元 ,因此 已 有 闷 个 共 连 类 . 从 而 {9 出 |i=1,2, ,54 一 
1,2,… ,是 GG 的 全 部 不 等 价 的 不 可 约 天 -表示 . 由 于 它们 都 是 绝 
对 不 可 约 的 ,所 以 下 是 G 的 分 村 域 ， 上 | 

推论 4. 4.1 条 件 同 定理 4. 4.1. 若 G,Gs 的 特征 标 表 分 别 为 
Ti 和 Ta, 则 妃 一 CiXC 的 特征 标 表 工 一 区 7 

证 明 ”由 定理 4. 4. 1 和 fk4) 式 即 可 得 到 结论 ， | 


习 题 4.4 
1, 求 群 G2, XZ XZ; 的 揭 特 征 标 表 ， 
2. 求 15 阶 群 6 的 复 特 征 标 表 . 
$5 不 可 约 复 表示 的 次 数 的 又 一 性 质 


杰 节 将 利用 外 张 量 积 证 明 有 限 群 的 不 可 约 复 表 示 的 次 数 的 又 
一 性 质 ; 
定理 4. 5. 1(Schur) 有限 群 G 的 性 一 不 可 约 复 瑚 示 的 次 数 
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能 整除 HLC:Z4G)] ,其 中 2ZCG) 是 G 的 中 心 ， 
”证 明 . 任 取 GG 的 一 个 不 可 约 复 表示 (9,V)， g 提 供 的 特征 标记 
和 作 多 任 取 aE2Z(O) ,显然 944) 与 一 切 glg) 可 交换 , 又 由 于 多 不 可 
约 , 据 当 题 2.2 的 第 7 题 得 到 ，: 
ae) 一 Maylv， 
其 中 XD) EC. 映 射 amala) 显 然 是 ZCG) 到 C' 的 群 同 态 . 任 取 一 
个 正 整 数 mx, 考 虚 左 CG- 模 站 的 重 外 张 量 积 : WV #V##…#V， 
记 作 YY”, 由 于 V 不 可 约 , 据 命题 4. 4. 3 得 : VY"' 提 供 的 GxXGX,* 
XG 的 表示 gg#fp#…#p 是 不 可 约 的 . 令 
HH, = {aaa dn) ac — 1, a EE ZO) ,1 Ri mm), 
显然 坟 。 是 Z(G)X…XZ(O) 的 于 群 ,并 月 1, 一 |ZCG) 1 + 任 
联 (yazan) 全 恕 s, 任 职 加 6GCovw EV 中 ,有 
Ca sla dm) 一 
= Alan)v, OO ee WCG vo,, 
= Aa ACa Tv 0 + 6 vi | 
一 ACaiseeawD[z 0 a EE 
= AD Co OO vn = vO 0 OO vn) 
因此 (feiyaa nam) 所 Kertgp 共 gH# "开罗, 从 而 玉 。CCKer(gpg## 
… 要 和 ,于 是 可 得 商 群 己 X… XG/ 玉 ,的 不 可 约 表 示 多 使 得 多 的 提 
升 等 于 p##p# 六 pq 业 与 9 并 六 … 并 gg 有 相同 的 表示 空间 ,其 维 数 
为 X00)". 据 第 三 章 $5 的 定理 3.5.1 得 ,X(I)” 整除 本 一 


LG:26G)] "1ZCC)|1. 因 此 得 到 


A A 日 
XC1) | 一 ]ZCG)1”《" 是 整数 . 


记 
_ [G:206)] 
DT 

则 由 上 述 ,得 : 对 一 切 正 整数 ”有 ceE FiGT2- 从 而 得 : 


169 


1 1 a i . 


环 上 有 限 生 成 模 的 子 模 们 是 有 限 生 成 的 ,所 以 Le] 是 有 限 生 成 
的 . 据 第 三 章 命题 3. 5. 1 得 e 是 代数 整数 . 区 由 于 a 是 有 理 数 ,因此 
“是 有 理 整 数 . 从 而 YL)1LG:Z(G)].《 这 个 让 明 是 由 上 了 .Tate 给 出 
的 ,) 上 1 


习 题 4.5 


1. 设 ip,V) 是 有 限 群 G 的 任 一 不 可 约 复 表示 ,Pp 提供 的 特征 
标记 作 X. 证明 : 

Co XA ILG: ZX 

ii) XC [G:FCX)], 等 号 成 并 当 且 仅 当 对 ~ 切 yEG\ 
ZY) 有 Xty)} 一 0; 

CiD 潍 C2ZO0, 则 X07 一 [G;2Z(X)]. 

{提示 ; (i) 据 习 题 3, i 的 第 4 题 和 第 5 感知 : ZX) < 之 CG 并 
KerpCZeX) ,并 且 ZCX)/Kerg 一 Z(G/Kerg). 然后 根据 本 节 定 理 
4.5. 1 知 ,G/Kerg 的 任 一 不 可 约 复 表示 的 次 数 能 束 除 [LG/Kery: 
Z(G/Kerp |=LG/Kerg: ZC(X) /Kergj= [G:Z(X)J. 注意 由 局 的 
表示 9 可 得 到 GG/Kerg 的 表示 9 使 得 8 是 9 的 提升 ,从 而 它们 有 相 
同 的 次 数 . 

{ii) 所 第 一 正 交 关系 有 (xx 一 1, 由 此 出 发 可 证 出 结论 . 

Ci 只 要 证 对 一 切 y 志 QZ 有 YX 一 0. 利用 习题 3. 1 的 第 5 
题 的 结果 :， gE€ ZtX) 当 且 仅 当 gKerpE ZtG/Kerg). 于 是 从 g 蕊 
ZO 推出: 疮 在 AEG 使 得 (gKery) ChKerp) 产 (hKerp) CgKerg)， 
Bg ih ghEeERKerg 记 Ta=g ih gh; 则 aE€GCZCX). 从 而 
1XCa) | 二 X17)., 所 以 qa)==4r1v; 其 中 4 是 单位 根 .因为 a&Kery， 
所 以 4a. 由 此 算出 Xtg) 一 0.) 
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第 五 章 ”诱导 表示 和 诱导 特征 标 


本 章 研 究 群 G 的 表示 与 它 的 六 群 的 表示 之 间 的 关系 ,其 主要 
目的 是 利用 G 的 子 群 已 知 的 不 可 约 表示 来 获得 C 的 一 些 不 可 约 
表示 ,从 而 了 解 G 的 结构 . 本 童 讨论 的 表示 者 是 有 限 维 表示 . 


81 诱导 表示 


如 果 知 道 群 G 的 子 群 吾 的 一 个 久 - 表 示 (yWD ,如 何 从 它 构 
造 记 的 -个 下 -表示 ?用 模 的 语言 米 涪 ;就 是 从 已 知 的 左 久 [ 吾 ] 横 
W 出 发 ,如 何 构 井 一 个 左 天 [GT 借 ? 这 需 昌 利用 模 的 张 量 积 . 

定义 1 设 KK 是 任 一 域 ,HH 蚌 群 G 的 子 群 , 设 W 是 左 玉 [Hj- 
模 , 则 CKCG], 下 [ 吾 ])- 双 横 KK[G] 与 左 下 [ 吾 ]- 柳 W 的 张 量 积 

:KLG] renW 
是 左 KK[G]- 模 , 称 它 是 W 的 诱导 模 , 记 作 厂 ". 由 WW 提供 的 6 的 
表示 称 为 诡 导 表示 . 
命题 5.1.1 设 群 上 关于 子 群 互 的 堪 陪 集 分 解 式 为 ， 


C=gHiUgHUU gH, (1) 
其 中 gi 二 1. 设 让 攻 [ 吾 |- 寞 到 的 一 个 KK- 基 为 morey yw， 则 
W" 的 一 个 天 - 基 为 ; 
{gw Si SILr), (2) 
并 也 
dimx (WY) = (dimxW) : [G :五 ]， (3) 


其 中 [G : 六 表示 子 群 五 在 群 G 中 的 指数 
证 明 为 知道 W? 中 每 个 元 素 可 由 哪些 元 素 线性 表 出 , 先 
看 和 妃 中 每 个 区 素 g. 显然 可 上 唯一 形成 gm ,对 某 个 :和 某 个 产 E 
瓦 . 于 是 天 [Cj] 的 每 个 元 素 可 唯 - 表 威 
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了 > 天 一 > 2 Re agi 一 De > ksh 一 了 
史记 i AE i:1 ED 1 一 
其 中 
b= Dkeh E KLH]. 


所 以 
KLIGl= gRLINHN|D sRIHID :DakLHl. {4) 
这 表明 天 [Gj 是 自 岂 右 玉 [如 ]- 模 ,具有 一 个 下 [如 上]- 埠 {g ,gi …*， 
gj}. 由 于 5 用 [五 是 代数 天 [7 好] 上 的 右 模 , 内 此 g 玉 LHJ 是 域外 
上 的 向 量 空 间 , 从 而 它 可 看 成 (KK ,KK[ 玉 中 - 双 模 .于 是 有 下 述 左 下 
模 同 构 ， 
W® = kKLG] 的 xc 三 | 
兰 (gI 玉 [五 ] rawW) 4 二 (g.KLH] CoxrplW (5) 
考虑 8 玫 [ 五 到 开 [ 羡 ] 的 贞 射 : Bar>ay a€K[ 恕 ]. 易 验证 
此 了 贞 射 是 右 五 [五 上 模 同 构 , 并 且 是 左 KK- 模 同 构 ,所 以 有 (CK， 
天 [LE)- 双 模 同 梅 : gi:KfH] 实 KLH]. 从 而 得 到 左 天- 模 同 构 ，; 
gL ra W KLEH OrinW. 据 定理 4. 1.4 知 ,有 左 KLI4]- 
模 同 构 :KK[ 石 xenW 衬 多 ,其 辐 构 映射 为 aCOw ">arw. 容 曙 看 
出 此 映射 也 是 左 KK- 模 同 构 . 寺 蚌 得 到 左 天 - 模 同 构 : 


ERELNH | ora W 六 W. C6) 
从 (5 和 (6) 式 便 得 到 下 述 左 天 - 模 同 构 : 


He 人 人 十 … 十 而 ， (7) 
所 BB dimx (W )=t" dimkW=[G : HldimeW. . 
因为 Ww 的 一 个 天 - 基 是 Te yy 所 以 


sb Dw= gb 8 { Yh) 
JJ 一 ， 
一 Dg 人 kw, 一 D> gk Bw, 
i=] i=l 


一 Pkg: C9 wj = Dk,lg, 人 区) ro， {8B) 
了 一 ji 一 1 


工 了 之 


其 中 倒数 第 一 全 等 号 是 因为 天 [CG 既 是 左 六 [LC]- 横 ,又 是 右 
KLG]- 寞 ,所 以 gk; 一 8; (1) 一 (1) gi 一 8i; 最 后 一 个 等 号 是 因 
为 R[GjSxcmWw 是 左下 - 模 . (8) 式 说 明 g;:KCLH lxtamW 中 每 个 
元 素 可 以 表 成 EO Bi os Bi Dw 的 下- 线性 组 合 , 从 而 
W”* 中 每 个 元 素 可 表 成 {gw 用? 过 1 1 和 jr} 的 天- 线 性 组 合 . 
又 由 于 dimx CW 二 慌 ; 所 以 {g/mw 1 人 i 1 信和 r} 是 W? 的 一 
个 天- 基 . 
命题 5.1.2 记号 同 命题 5.1.1. 设 左 天 [五 ]- 模 三 提供 的 妾 
的 六 -表示 中 在 丈 的 一 个 大 wy,ws，-… :zw 下 的 矩阵 表示 为 亚 , 则 
< 提供 的 G 的 下 -表示 天 在 W* 的 相应 基 
{gO tw 1 ts Be OO to EO ww ) 
下 的 矩阵 表示 更 5 为 ; 
Wig gg) Vlgi gE) * WgT BEE) 
Eg) 一 : : : ， (9) 
Wig gg) Wlgi ggs) o'r Vlgr ge). 


其 中 
Wy)，， 当 yy 七 他， 
Yo en 
证 明 任 给 j(i 竺 j 所 四 ,和 任 给 gEG, 有 ggj 一 gih 对 某 个 ! 和 
某 个 EH. 设 交 (= 二 ajith)) 于 是 有 
gg Ow = gg; OB) = BE ww = gh Ow 
= gr 9 ATu; 一 EE fh re; 


= gi Ta)w, = Dasth) lg ww,). 
srl 一 二 


规定 
;0 = {7 当 YE 五 ， 
0 当 y 志 互 ， 


则 有 


EY CE ww) = Sa, (gr EE; (RY CO wo). (C10) 
i 1 


可 以 守成 
FEI EW) 二 >) Dlgn gg) (gn Bw) (11) 


5 一 1 二 1 


从 1) 式 得 出 要 (8g) 的 偿 , 门 - 块 算 阵 为 王 (grigg;) ,由 此 即 得 (9) 
式 . | 
注 由 于 gig8g81871882r"' 87188: 有 有 卓 只 有 -- 个 元 素 属 于 
可, 所 以 Wtg) 的 分 块 害 芽 (9) 的 每 -- 行 有 且 只 有 一 个 于 矩阵 不 为 
过 和 罕 阵 . 同 理 ,(9) 的 每 一 列 有 和 且 只 有 一 个 子 和 矩阵 不 为 零 短 阵 . 
命题 5.1.3 设 玉 是 人 尾 一 域 ,G 是 有 限 群 ,过 G. 则 二 的 正 
则 表示 pn 的 诱导 表示 (pg)” 基 G 的 正则 表示 (在 等 价 的 意 久 上 ). 
证 明 pn 的 表示 空间 是 左 正则 天 [H]- 模 KK[H], 又 
KIHT ~ KIG] CanmKLH] KLG]j, 
这 是 左 KK[Gj- 模 辐 构 . 所 以 天 [五所 供 的 妇 的 表示 (on) 与 
KIG] 提 供 的 GG 的 表示 pi 等 价 . 1 
命题 5.1.4 设 下 是 任 一 域 , 旷 是 和 群 0 的 子 群 , 设 (y,W) 是 
瑟 的 下- 表示 ,i 二 1,2,… ,zm. 则 
(站 (C12) 
证 明 记 殉 = 厂 , 十 …… 十 本 。 则 区 提供 的 五 的 表示 允 为 地 
一 多 和 击 … 人 bg. 因为 有 下 述 左 天 [Gj]- 模 同 构 ; 
W° — K[G] 的 rm 三 
KLG] 的 stm 十 … TT KLG] Corea WW , 
一 WF 十 十 Ws， 
DEED-DE. 1 
命题 5. 1. 5( 诱 导 表 示 的 传递 性 ) 设 天 是 任 一 域 , 设 五 , 工 孝 
是 群 G 的 子 群 ,并 且 吾 < 工 ; 设 (全,W) 是 玉 的 表示; 则 
CH a fi, (13) 
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证 明 因为 有 下 述 堪 六 TG] 模 癌 梅 ; 
(一 天 [多 kr 一 天 [G] rr KLE] reaW) 
CKLG] CraRLL])) rmW 
三 K[G | CQrraW = WS, 
err=~. 1} 
而 过 论 少 导 表示 的 一 个 特 环 情 况 . 设 天 是 任 一 域 , 丹 是 群 
的 于 拜 ; 设 Cg,WOD 是 玉 的 1 次 下 -表示 ;: 设 gr 是 开 在 刀 
中 的 左 陪 集 代表 系 . 从 命题 5. 1. 2 及 其 后 面 的 注 知道 : 对 于 g€ 
GV (pg) 的 每 一 行 ( 列 ) 有 有 旦 只 有 一 个 元 素 不 为 0. 这 种 类 型 的 从 
阵 称 为 单项 矩阵 . 因此 ,五 的 1 次 表示 呈 的 诱导 表示 yr 的 矩阵 到 
示 更 具 右 这 样 的 性 质 : 对 于 每 个 8EG ,到 tg) 是 单项 短 阵 . 
定 兴 2 设 玉 是 任 -* 域 , 群 G 的 一 个 下 -表示 8 称 为 单项 表 
示 ; 如 果 它 是 己 的 某 个 子 群 的 1 次 -表示 的 请 导 表 示 . 
从 诱导 表示 的 传道 性 立即 得 到 : 设 五 是 群 和 的 子 群 , 则 疡 
的 单项 表示 的 诱导 表示 是 毛 的 单项 表示 . 


习 题 5.1 


i. 设 天 是 任 一 域 ,五 是 群 G 的 正规 子 群 , 设 五 在 G 中 的 陪 
集 代 表 系 是 {g 一 1 ga 小 设 人 ,H) 是 五 的 … 个 天 -表示 .证 
明 ，; 对 于 Ts 有 

£1) gik [LH]OOrce Ww 是 左 下 [ 吾 j]- 模 日 

《ii giKK[LH ICOx0aW 提供 的 五 的 表示 狐 的 次 数 与 多 的 次 数 
相同 . 

2. 设 玉 是 任 一 域 ,H 是 群 G 的 也 群 ,并 县 玉 在 侣 中 的 左 陪 
全 代表 系 是 18, 一 1 838 设 你 是 堪 天 [HIT 模 , 令 

Wi 二 gkKLH] Corr WW, 
从 命题 5. 1.1 的 证 明 过 程 知 道 , W; 是 左下 -机 , 即 域 玉 上 的 向 其 
空间 , 易 看 出 Wi 是 W” 的 子 空间 ,Ts 念 = {Wi Ws 
于 证明; 堪 天 [G]- 模 克 ” 诱导 了 CC 在 中 上 的 一 个 作用 ,由 此 得 
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钊 的 加 的 辟 换 表示 等 价 于 五 的 主 表示 的 诱导 表示 . 

3. 设 天 是 任 一 域 ,总 是 群 G 的 子 群 ,并 及 LG : Hj=t. 把 五 
在 如 中 的 所 有 左 陪 集 组 成 的 集 台 记 年 Gy/ 互 . 对 于 有 EC:a 吾 EGG 
二, 规定 Ca)= (ga} 晶 ,显然 这 给 出 J 了 G 在 集合 C/ 五 上 的 一 个 
作用 .证 明 : 从 这 个 作用 得 到 的 G 的 兽 换 表示 等 价 于 五 的 主 表示 


8 2 诱导 特征 标 


设 K 是 人 尾 一 域 ,二 是 群 人 的 子 群 , 设 18 一 1 gz 是 H 
在 G 中 的 左 陪 集 代表 系 , 设 6;W) 是 瑟 的 一 个 攻 - 表 示 ,y 提供 的 
特征 标记 作 六 . 我 们 把 诱导 表示 大 提供 的 的 特征 标 称 为 诱导 特 
征 标 , 记 作 yj. 从 命题 5. 1.2 得 到 


AcfE) = Drlgr gg), YEEG, 《1》 
其 中 
,yy 一 zfy)， 当 > 引 五 ， 
> 0 当 由 E H. 
从 公式 (1) 江 即 得 到 ，; 


命题 5.2. 1 记号 同上 述 . 

(0 若 gE UcarHa') , 则 ACE 一 0 

Gi) 若 互 习 C, 则 对 于 gE 互 有 上 (7 一 0 

(ii 若 五 =Z(G7, 则 对 任意 gsEC 有 

wl(g)y=[G:Hj2(g). (2) 

公式 中 依赖 于 五 在 中 的 陪 集 代表 ,gs，…,g&. 现在 我 们 

来 找 下 的 另 一 个 公式 .任意 AE, 车 gE 五 , 则 有 
A Chgh) = plh igh) = ACE) = ACE)3 
车 gE, 则 hh igh 五 ,从 而 有 
ph-tghy = 0= (8g). 
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所 以 对 - 切 gEG, 都 有 ACE 1gh) 一 pg). 
命题 5.2.2 记号 间 上 . 当 charK+| 五 | 时 ,我 们 有 
18) ~ TB De ge), YgEG. (3) 
避 民 总 
证 明 任意 9Eg 五 , 设 3 一 &R 对 于 茶 个 有 EY. 我 们 有 
Fy gy 一 ph ig gg)R) 一 (gr gE), YEEC 
从 而 得 到 | 
Dalaga) = DD oprla ga) = YY pg gg) 
FEE i=1 aE HH i=1 aE gH 
一 2 [Im (er'gg}) = IHl|e(e). 1 
从 诱导 表示 的 性 质 可 得 到 诱导 特征 标的 性 质 . 
推论 5.2.1 设 天 是 任 一 域 ,G 是 有 了 瑟 群 ,SG<C. 把 五 的 正 
则 表示 提供 的 特征 标记 作 mm, 把 G 的 正则 表示 提供 的 特征 标记 作 
%， 则 和 一 《Hoc | 
推论 5.2.2 设 久 是 任 一 域 ,日 是 群 G 的 子 群 , 设 饭 是 五 的 
下 -表示 = 1 2, yz) 得 供 的 特征 标 ， 则 
(十 十 pe 一 大 十 二 (4) 
推论 5. 2. 3 诱导 特征 标 揭 传 递 性) 设 关 是 任 一 域 , 设 互 , 工 
都 是 群 G 的 子 群 ,并 且 瑟 过 上 L, 设 yy 是 玉 的 下 - 癌 示 提供 的 特征 


(= 1 {5) 

利用 诱导 特征 标的 计算 公式 (1}) ,我们 可 得 到 诱导 特征 标的 又 

命题 5.2.3 设 玉 是 任 一 束 , 瑟 是 群 @ 的 子 群 ,如 在 G 中 的 

左 陪 集 代表 系 为 {g1 一 1,82,…,8,) , 设 4 是 五 的 特征 标 ,X 是 G 的 
特征 标 , 则 

A X= Le: XIH)Y, (6) 

其 中 Xxw| 瑟 表示 xX 在 如 上 的 限制 . 
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证 明 任意 gEG, 从 公式 (1) 得 到 
[a (XIH) Fig) = Pin- CX | HY] (Cg; ‘gg:) 


= = Per igg)Xtgr ge) = Dp (gr ggOXCE) 
i=| 


= sg)Y(8) 一 + XE), 

从 市 (6) 起 成 六 上 

利用 诱导 特征 标的 这 个 性 质 , 可 得 到 诱导 表示 的 相 席 的 性 质 : 

推论 5. 2.4 设 玉 是 特征 为 6 的 域 , 妃 是 群 G 的 子 群 , 设 (， 
瑟 ) 基 互 的 天 .表示 ,7) 是 G 的 天 -表示 , 则 

OP [人 的 (Ce (7) 

注 当 玉 是 性 一 域 时 ,推论 5. 2.4 仍然 成 立 , 这 时 可 用 横 的 

道理 来 证 公式 567? ,参看 L1]B. 268 一 270. 


习 题 5s.2 


1. 设 习 为 四 元 数 群 , 即 ,C 一 (十 1, 士 六 士 疡 士 引 , 谈 五 一 人 好)， 

(1) 设 轴 是 五 的 1 次 复 表示 ,其 中 内 (一 一 1 证 明 : 希 是 
的 两 个 1 次 复 表 示 的 直 和 ; 

(2) 设 是 旦 的 1 次 复 表 示 , 其 中 出 (== 志 证 明 ; 巡 是 GG 
的 2 次 不 可 约 复 表示 ,从 而 加 的 唯一 的 一 个 2 次 不 可 约 复 表示 是 
单项 表示 . 

2. 设 G 为 四 元 数 群 , 设 冰 是 G 的 中 心 2CG) 的 非 平 凡 的 1 次 
实 表 示 , 证 明 : 凡是 避 的 4 次 不 可 约 实 表示 ,从 而 G 的 唯一 的 一 
个 4 雇 不 可 约 实 宕 示 基 单项 表示 . 

“提示: 在 证 明光 不 可 约 时 可 利用 习题 2.3 的 第 5 题 的 阁 


果 ,) 
3. 设 G=A;: 设 = {1) ,C12)C34), (13)(24), C14) (23)}， 
设 交 是 五 的 任 一 非 平 凡 的 1 次 复 表 示 ,证 明 : 天 是 G 的 3 光 不 可 
约 复 琉 示 ,从 附 号 的 唯一 的 一 个 3 次 不 可 约 复 表示 是 单项 表示 . 
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的 


4. 设 G 是 习题 3.3 第 ?7 题 中 的 21 阶 群 , 它 是 3 阶 群 H= (6) 
与 7 阶 人 群 N= ta 的 半 直 积 ,其 中 N 可 看 成 G 的 正规 子 群 ,并 且 
bab"' 一 a*. 设 办 ,和 9 玫 是 NN 的 1 次 复 表示 ,其 中 加 (a) 二 6 二 e?， 
Ca) 一 各 .证 明 : 和 巡 都 是 6 的 3 次 不 可 约 复 表示 ,并 且 它 们 
不 等 价 ,从 而 G 的 仅 有 的 两 个 3 次 不 可 约 复 表示 都 是 单项 表示 . 


§3 Frobenius 于 有 反 律 


本 市 将 证 明 关 于 诱导 特征 标 和 诱导 表示 的 一 个 重要 定律 ， 
Frobenius 百 反 律 . 
定理 $3. 1 (Frebenius 互 反 律 ) 设 G 是 有 限 群 ,如 过 G, 设 
域 玉 的 特征 不 能 整除 |G1, 设 4 是 五 的 特征 标 ,x 是 G 的 特征 标 ， 
则 : 
《cyce 一 dr {1) 


Ac(gD)XCE 1) 


TF Pita so) X(g 1) 


-而且 
a 
= Tor HT Da ga 
一 es ZI Xay ta) 
一 oT TH 2 DA 

一 [D0 


= 1 DX = px Hs 1 
FEF 


由 年 理 5. 3.1 可 以 得 到 用 诱导 表示 的 形式 表达 的 Frobenius 
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互 反 律 : ， 

定理 5. 3. 2 (Frobenius 互 反 律 ) 设 G 是 有 限 群 , 互 一 G, 设 
玉 是 嫩 和 五 的 分 和 裂 域 ,并 有 目 charK 二 0. 设 是 再 的 不 可 约 尺 - 表 
示 , 是 如 的 不 可 约 玉 -表示 , 则 yg 在 拓 中 的 重 数 等 于 正在 P| 于 中 
的 重 数 . | 

下 面 给 出 Frobenius 互 反 律 的 一 些 应 用 ， 

例 5.3.1 设 G 是 有 限 abel 群 ; 吾 之 G,; 则 五 的 每 一 个 不 可 约 
复 特 征 标 上 是 的 某 -~ 个 不 可 约 复 特 征 标 Xx 在 瑟 上 的 限制 . 

证 明 国 为 后 是 abeit 群 ,所 以 G 和 五 的 不 可 约 复 表示 都 是 1 
次 的 . 取 jy 所 包含 的 一 个 不 可 约 复 特征 标 久 , 即 , Cp ;Xe 之 0. 出 
Frobenius 豆 反 律 得 

Ca x Hs 一 CA ,XG > 0，, 

这 说 明 疡 在 xX| 吾 中 出 现 , 又 由 于 X 是 1 次 的 ,所 以 XI 五 是 瑟 的 
不 可 约 复 特征 标 . 据 第 一 正 变 关 系 得 ,wx 一 X| 五 - 人 

例 $5.3.2 设 避 是 有 限 abel 群 , 态 之 G,X 是 的 复 特征 标 ， 
如 果 对 于 gE 有 Xt(g) 一 0; 则 [LG : HJ1ix0). 

证 明 设 训 ,pj6;-…,p&4 是 矿 的 全 部 不 同 的 不 可 约 复 特征 标 ， 
据 例 5.3.1, 对 于 每 一 个 j, 存 在 G 的 不 可 约 复 特征 标 % 使 得 上 一 
pa 


设 XIH = Dm x01) 一 到 = Dm 因为 


(Xe 一 Ye = TE DX 


hE 
{HI 


| 
一 | TAIH,X Ha = pe XIH ,ps 


= rar a 
所 以 Le : HillmG=1,24. 呈 5). 从 而 LG: Hj|IX(1). 1] 
我 们 把 群 G 的 所 有 不 可 约 复 表示 的 次 数 中 最 大 者 记 作 
mer) 
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例 5.3.3 对 于 有 限 群 G 的 任 一 子 群 肪 有 
mH) Em) [GG: Hlm(H). C2) 
如 果 瑟 是 如 的 abel 子 群 , 风 吉 (GY 所 [G : 五 ]. 
证 明 设 yg 是 贞 的 不 可 约 复 特 征 标 ,; 其 次 数 为 mwCHD). 取 并 
所 包 会 的 局 的 :个 木 可 约 复 特 征 标 xX, 则 
《As 于 | 再 ?5 一 Cp ,Xe > 0， 
从 而 点 在 XX| 吾 中 出 现 ; 所 以 nCDECIHICD 二 X(DSm(G). 
设 XX 基 GG 的 不 可 约 复 特征 标 , 其 次 数 为 m(G). 取 多 | 吾 所 包 
会 的 下 的 一 个 不 可 约 复 特征 标 &, 则 
CE Re = CuaX|HYn > 0, 
从 而 X 在 A 中 出 现 ,所 以 
mo) 一 XDA = CG: H(t) [eG: Hja(H). 
如 果 互 是 abel 子 群 , 则 mw(H)=1, 从 而 (OD) 志 [LG ; Hj.14 
例 5s.3.4 设 避 是 有 限 群 ,了 是 CG 的 Sylow 户 子 群 ,如 果 书 
是 abel 群 , 则 站.GPmZzCc7|. 
证 明 假如 piG NZCO)1; 则 G'NNZCG) 有 一 个 芥子 群 
五 . 设 五 CPP ,其 中 忆 是 G 的 一 个 Sylow p- 子 群 .因为 P 与 P 在 
G 中 共 恩 ,所 以 已 也 是 abel 群 . 取石 的 一 个 非 平 几 的 1 次 复 特 征 
标 2 刚 | PL 中 在 在 不 可 约 复 特征 标 点 使 得 2 一 玉 | 五 . 设 和 ;和 


是 马 的 所 有 不 同 的 不 可 约 复 特征 标 , 设 六 一 Dmix. 因为 上 是 1 
次 的 ,所 以 必 的 次 数 为 LG :站 又 由 上 式 知 ， A 一 


Pm). 因此 得 到 


[G: P|] 一 > m1). 
i=] 


由 于 p+[G : Pij; 所 以 一 定 有 一 个 ;使得 wx; 汪 0 并 且 pt%(1). 由 
Frobenius 上 旺 反 律 得 
Caer PP， = (2 Xi)G = pj ~ 0, 
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过 说 明 疡 在 多 iP; 中 出 现 . 限制 逢 二 上 .. 便 得 请 ; gH 在 7 中 
出 现 . 由 5 在 x 及 中 出 现 . 

设 太 是 加 的 不 可 约 复 表示 (外 ) 提 供 的 特征 标 , 设 I 一 《a). 
国 为 五 CDZKG] ,所 以 (a) 与 一切 名 C8) 可 交换 ,从 而 有 名 ta) 二 
A J], ,其 中 是 某 个 复数 .因为 a? 二 1; 所 以 必 二 1. 闵 有 

PRIBBT BEE) PBNOPAEI PE) pgs) !, 
¥ gE Gi 1,2. 
设 外 提供 的 矩阵 表示 为 二; 则 
[®tg gg ei) | =i (ed) Sg) [IB (g) | (gy) |! =1. 
因为 五 CC ,所 以 由 上 式 知 1B(e) | 一 1 记 志 二 庆 (1 , 风 |B(a?| 
二 加 ,和 半 是 得 到 入 二 1. 上面 又 指出 必 二 1. 由 于 pt%(1) ,于 是 得 到 
4 二 1. 从 而 ta) = 二 1v. 由 此 得 出 
AH = 1 = Ina) 一 la) (a), 
其 中 15 是 吾 的 主 特征 标 . 上 式 说 明理 =njlg: 这 与 在 | 
中 出 现 矛 盾 . 因此 zt 人 ZG)|. 1 


习 题 5.3 


1. 设 G 一 $,, 记 下 一 1411) ,001275347，(13)(24) ,014) (23)}, 
显然 NIS,. 令 日 =((12))*N. 

《1) 证 明 : 瑟 实 DD,, 其 中 记 , 是 8 阶 二 面体 群 ; 

(2) 证 明 ; 5, 的 两 个 3 次 不 可 约 复 特征 标 分 别 是 五 的 某 两 
个 1 次 复 特征 标的 诱导 特征 标 ; 

《3) 证 明 : S, 的 2 次 不 可 约 复 特征 标 是 44 的 非 平凡 的 1 次 
复 特征 标的 诱导 特征 标 . 

“2. 设 下 是 人 尾 一 域 ,G 是 有 限 群 , 设 V,U 都 是 左 六 [LC]- 模 ,并 

村 dimgm<ceoc ,dimxgtr< ec. 

《1) 证 明 , HemaxraogVz7) 是 域 天 上 的 有 限 维 向 量 空间 , 它 的 
维 数 称 为 了 和 也 的 实 结 数 (intertrwining number), 记 作 i (VY ,107); 

(2) 设 charKKtiG|, 并 且 下 是 避 的 分 裂 域 , 设 VU 都 是 不 可 
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约 左 天 [Cj]- 模 ,它们 提供 的 避 的 表示 分 别 为 py, 让 明 ; 2 一 
CXos Xs). 

(3) 设 Y,T7 提供 的 扣 的 天 -表示 分 别 为 gy; 设 9 站 提供 的 算 
阵 表 示 分 别 为 亚 , 亚 . 惩 阵 如 果 满 足 

Bog) 一 Vlg)B, yeteo, 
则 称 互 是 更 和 至 的 交 结 矩阵 .用 3 表示 人 锣 和 亚 的 所 有 交 结 着 阵 
组 成 的 集 台 ,证 明 : 5S 是 域 玉 上 的 向 量 空间 ,并 且 
dimxS 一 iD- 

“3. 设 天 是 任 一 域 ,G 是 有 限 群 ,VV 是 左 天 [G]- 模 .7 中 元 素 e 
称 为 G 不 变 的 ,如 果 对 一 切 g€G 有 ga 二 a.V 的 所 有 木 变 元 素 
组 成 的 集合 记 作 Yo 证明; Vs 是 六 的 子 模 . 

“4. 设 下 是 任 一 域 ,G 是 有 限 群 ,V,U 都 是 左 天 [G1T 模 , 设 
dimxF 一 ”mdimxrr 一 天 ,用 下 "表示 了 的 对 侦 空 间 , 据 第 一 童 32 可 
知 ,YV 可 以 成 为 在 下 [LG]- 模 . 证明， 

(DT GOx 人 天 Homx(Y ,U) (向 量 空间 的 同 构 }; 

《iiy iD 二 dim CO) 其 中 (7 的 xD) 是 左 天 ELG]- 
模 7 "的 xD 的 所 有 总 不 变 元 组 成 的 集合 . 

‘提示: GD) 对 于 JE ,wwEDU, 定 义 VY 到 UV 的 映射 

orato 一 六) VE 站 

验证 cfEHomsCr, Im. 验证 CF,z)rrer 是 7 XU 到 Homx(Y， 
口 ) 的 平衡 蜡 射 ,从 而 存在 VOxU 到 Homx (VU) 的 群 同 态 才 使 
得 C79) 二 of.w. 验证 是 向 量 空 间 V* OxUV 到 Homx 《VY ,0 的 
线性 上 映射 ,证 明 上 是 双 射 ,从 而 上 是 同 构 ，. 

《 开 》 只 要 证 (7 C9xU)o 守 Homxrre(V ,UY. 为 此 只 要 证 ; 

gr EE Homxo(V UU) > gf ODE Ou, VgEG. 

注意 利用 逆 步 表示 的 定义 : (g 门 (v) := f(g -0),) 

"5. 设 六 是 任 一 域 ,G 是 有 限 群 ,V,U 都 是 左 天 LIG]- 模 , 设 
dimxV 一 nx,dimx 研 一 mx. 如 果 下 一 Y 外 ,其 中 ,7 是 VV 的 子 
模 .证明 : 
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于 
(提示 : 利用 第 4 题 的 结果 - ) 
注 第 5 题 中 , 若 了 ,Y: 都 是 左 天 [Gj- 模 , 则 有 
HAV Vo = iV UD + iV 0). 

' 6. 设 忆 是 有 限 群 ,KK 是 避 的 分 裂 域 . 设 Y 是 完全 吕 约 左 
[GG 二- 模 ,UV 是 不 可 约 左 天 [GT 模 , 并 是 dimsF<cc ,dimxU oo. 
证 明 : 

(DU 在 VV 中 的 重 数 等 于 i(V :7 

《ii) 不 可 的 当 且 仅 当 i 志 VY ,7) 一 |， 

提示: G》 利 几 第 5 直 果 和 推论 4. 3.6 以 及 引 理 2. 2.6; 
《iiy 利用 本 题 () 的 结论 

7. 设 局 是 有 限 咯 ,站 的 特征 不 能 整除 |G1|. 设 Y 和 U 是 两 

个 左 天 [G]- 模 ,并 且 dimxV< 过 oo ,dimxrr<coc. 证明 ; 
iCV ,UY = (U,V). 
(提示 : 第 一 步 证 (V" Ox0)7 衬 U" OxVY ,这 是 向 量 空间 同 
档 ,并 且 是 天 [CJ- 模 同 构 ;第 二 步 证 107 OOx00 和 宇 (U* OxV Yo; 
第 三 步 证 [CV " @@Ox0D ' J 的 维 数 等 于 dimx CV "COx0 D0. ) 

"8. 设 忆 是 有 限 群 , 玉 是 避 的 分 异域 并 有 日 char 久 一 0, 设 V,U 
都 是 左 KEGT 模 ,并 且 dimkgV<00,dimxU 之 02, 它 们 提供 的 的 

表示 分 别 为 p; 交 ,证 明 : 


VD) = {Xp YX ). 

(提示 ; 利用 第 6 题 和 第 5 题 的 结果 . 》 

“9，、 设 避 是 有 限 群 ,二 二 6G, 设 下 是 G 和 五 的 分 裂 域 ,并 是 
char 天 一 0. 设立 是 至 天 [GT]- 模 ,三 是 左 玉 [ 五 ]- 模 ,并 且 dimxY 二 
coydqdimrW<ec. 证 明 ， 

iAWS,V) = iW, VY|KLH)), 
其 中 VK[LHJ 表 示 把 V 限制 成 左 天 [五 ]- 模 . 
(提示 : 利用 第 8 题 结果 和 Frobenius 互 反 律 , ) 
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$4 诱导 类 函数 


本 节 将 把 本 之 2 和 $3 关于 诱导 特征 标的 结果 推广 到 类 也 
数 上 ,这 和 样 将 会 有 奥 广 泛 的 应 用 . 

从 定理 3. 2.7 和 定理 4. 3.2 知道 ,如 果 下 是 有 限 群 上 的 分 裂 
域 并 且 charKKt|G1; 则 避 的 所 有 不 相等 的 不 可 约 特 征 标 Xl, ， 
,是 避 的 类 消 数 空间 CfxCG}) 的 一 个 天- 基 . 因此 ,从 这 条 途径 
叮 以 把 $2 和 8 3 关于 诱导 特征 标的 结果 推广 到 类 函数 上 . 我 们 在 
下 面 将 给 出 另 一 条 途径 , 即 , 模 拟 $2 诱导 特征 标的 公式 (3) 给 出 
诱导 类 小数 的 定义 ,然后 从 此 定义 出 发 来 推导 诱导 类 函数 的 人 性质. 

定义 1 设 G 是 有 限 群 ,五 过 G, 设 域外 的 特征 不 能 整除 |G1. 
设 7 是 吾 上 的 类 育 数 ,考虑 GG 上 的 一 个 育 数 天, 它 由 下 式 定 义 : 


天 Kg) 一 (arlga)， ¥YgEGC, C1} 
五 | 全 
其 中 
。 Cy}, 五 ， 
jn) 1 YE C2) 
D， 当 y 二 五 ; 


易 看 出 六 是 G 上 的 类 函数 , 称 多 是 了 的 诱导 类 函数 . 
透 导 类 函数 有 下 列 性 质 ， 
命题 5. 4. 1( 传 递 性 ) 设 G 是 有 限 群 , 设 域 天 的 特征 不 能 整 
除 避 |, 设 十 ,上 都 是 G 的 子 群 ,并 且 五 <L, 设 7 是 可 上 的 类 联 
数 , 则 
= (3) 
证 明 人 和 任 取 gEG, 如 果 g€ 工 ; 则 


. 1 7 -1 。 
六 (8) 一 [HT 2 4 a); | 
如 果 8E 工 , 则 对 一 切 aeE 工 有 ea 'gaEL. 由 于 日 之 LL; 因 此 a ga 


巨 昌 ,从 而 Ca-'ga) 二 0. 类 似 于 (2) 式 可 定义 函数 (Y) ,对 于 g 蕊 
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元 ,有 (好 )(5) 一 0. 从 而 对 -- 切 sec 有 
(HF) Cg 一 《 )， (4) 
EE 去 2 好 iga 
于 是 对 一 切 zg€EG 有 
Fy g) = CFI Cb 1 gb) 


bE 
-1 tb-lgba) 
, 2 
1 1 
二 TF7T 9 tba) gtba)) 
pa PP 
-市 - 击 2Bie 


由 此 即 得 (3) 式 ， 和 
命题 与 . .2 设 殷 是 有 限 群 ,char 开 让 |C| 五 <C 设 Ws D2 
…, 多 都 是 五 的 类 函数 , 设 志 拭 天 ,1< 生 rr，, 则 


( Pm)” — Dk. (5) 
证 明 任意 EEC 有 机 
(Dem) = Ti Dam) (a lga) 


= Dag) = ( DE) ce)， 
从 而 (5) 式 成 立 ， 甘 
命题 5.4.3 设 避 是 有 限 群 ,char 天 +1G|l, <G: 设 ?7 是 五 
的 类 函数 .$s 是 CG 的 类 函数 , 则 
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FE EB. C6) 
证 明 任意 gEG, 有 
6 .1 
(去 | 五 ) za {n+ élH) fa liga) 


2 (a lga} (1H) {a lga) 


| 
a 
sd 


一 一 ta lgadé({a iga) 
[3 


由 此 即 得 (66) 式 ， | 
定理 5, 4. 1(Frobenius 互 反 律 ) 设 G 是 有 限 群 , 严 <G， 


charKtiG|, 设 7 是 二 的 类 函数 ,& 是 避 的 类 陋 数 , 风 
. Fb 一 《9 五 ?Hi (7) 
当下 是 复数 域 时 ,有 
Fe = EH DR. (C8) 
证 明 (7) 式 的 证 明 与 定理 5. 3. 1 的 证 明 完 全 一 桩 ,现在 设 下 
为 复数 域 ,我们 有 


1 
Of, De EID) HE) =- 圳 引 [而 ie ia 
-GT TAT 2 3? (a ga) Fa 
-=o HT 2 270) Kayay 
ree per 


加 227 Cy) #0 = 让 1 7 6) ECy) 
= FO -GelEDm 1 
syER 
给 出 请 导 类 画 数 的 另外 两 个 计算 公式 . . 
命题 5. 4.4 设 CG 是 有 限 群 ,charKt|G| :开设 {8g 二 1， 
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2sa8] 是 豆 在 心中 的 左 陪 集 代表 系 , 设 ?是 互 的 类 断 数 , 则 


Fig) = Dy(grgg), Yeeo. C9) 
i 二 
证 明 显然 ,对 : 切 gEGAREH, 有 
7 {hlgh) 一 7 (8). C10) 


任 疲 yyES, 可 , 没 y 一 5 六 ,其 中 产 E 五 .由 (10) 式 得 
poy lgy) = Ph gg ggA) = 9 (gr gE), YaEG. 
Teo 


1 一 ] 了 Eg 
一 站 人 9 (gr 'g81) = pb (gi gg). | 
1 1 at gH zz 一 】 


命题 5.4.5 设 G 是 有 限 群 ,charKt+t|G|, 玉 之 G. 设 CC 是 的 
一 个 共 思 类 ,7 是 五 的 类 函数 . 
CD 若 C 门 互 王 启 , 则 对 于 8EC 有 六 (一 0; 
(iD 车 袜 站 石和 尖 茹 .显然 C 门 互 是 瑟 的 若干 个 共 力 类 的 并 集 ， 
设 E 门 五 包 售 的 五 的 共 罗 类 的 代表 系 是 : ,hos ,h,, 则 对 于 gg 
志 忆 ,有 
Ye = ICece)|* DEOST: 011) 
证 明 (di) 若 局 门 吾 一 他, 则 对 于 EC, 任 意 aE0, 有 a ‘ga 
EC 从 而 ageaE 五 ,因此 
， 1 -。 
rg) = T1227 Ca lga) = 0. 

Ci 设 CN 瑟 关 它 ; 取 gEC, 取 定 一 个 yEG, 任 取 xEG, 因 为 
XBgTI=Y gy DD BA l= ry ! EE Colg), 
所 以 天 中 使 得 rr gx 一 yy gy 的 x 有 {Cetg) | 个 ,把 于 中 包含 有 

的 共 斩 类 记 作 BG=1,2,……* yr) ;我 们 有 
Fe) 一 HT Di rg) — TH cee)? 0) 
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一 |Cete) 1 > 3(z) 一 Lake? 元 yy) 
有 | ztE TH 1 


= Sf TB = [ag > |B, ICh) 


. . a 
一 cet)l > Le 1 

诱导 闫 函数 的 上 述 性 质 和 计算 公式 都 是 的 其 定 交 出 发 推导 出 
来 的 ,而 诱导 类 冰 数 的 定义 与 3 2 诱导 特征 标的 公式 (3) 是 一 样 
的 ,因此 上 述 诱导 类 函数 的 性 质 和 计算 公式 对 于 话 导 特征 标 也 成 
了 立 . 这 桩 也 就 给 出 了 诱导 特征 标 性 质 的 舅 一 种 证 明 , 而 $2 中 关于 
透 导 特征 标的 许多 性 质 是 从 诱导 表示 的 性 质 直接 得 出 的 . 

现在 我 们 利用 命题 5.4. 5 来 造 A; 的 复 特征 标 表 , 我 们 在 第 四 
章 33 已 经 求 出 A; 的 复 特 征 标 表 , 那 时 关键 一 步 是 用 到 4。 与 正 
十 二 面体 的 旋转 对 称 群 同 梅 ,现在 我 们 不 用 这 一 点 ,而 用 4; 的 某 
个 子 群 的 不 可 约 复 表示 诱导 出 As 的 一 个 表示 ,然后 再 分 解 它 . 

例 5.4.1 求 4; 的 复 特 征 标 表 . 

解 ”第 四 章 83 例 4.3.3 已 指出 : A; 只 有 一 个 上 次 表示 , 即 ， 
主 表示 gg ,其 特征 标记 作 %. 4; 的 5 个 共 斩 类 CCCaCecs 的 
代表 元 依次 为 :(1),(12)(34),(123) ,<12345),(13524). 各 类 元 素 
数目 依次 为 : 1,15,20,12,12. 利用 邓 传 递 群 的 性 质 , 可 得 到 4s 的 
一 个 4 次 不 可 约 复 表 庆 9， 其 特征 标 亡 在 上 述 5 个 共 罗 类 的 元 素 
上 取 值 为 


C4,0,1;—1,—1). 
我 们 可 以 把 4; 看 成 As 的 子 群 , 取 4 的 一 个 非 平凡 1 次 复 特 
征 标 y, 它 在 4, 的 共 簿 类 的 代表 元 (1)，(12)534)， (1231，(132) 上 
取 的 值 为 人 1 ,oawz) 其 中 om 一 e 笃 . 记 GCG=As. 针 为 LC : 4 一 名 
一 5, 所 以 wdl) 一 5. 因为 
CN A, = {12) C34), (13)(24), (14) (23)}, 
所 以 
189 


60 rv((12)(34)) 


2) (34)) 一 TE 4 1. 
因为 C; 们 A 是 4 的 两 个 共 二 类 的 并 ;所 以 
, 60FvCC123)) CC132)》 _ 
(C123)) 一 26| 2 1= ww 二 1. 


立 因 为 个 门 4 一 外 :Cs 门 4 一 茹 ,所 以 
12345)) 一 0， Well13524)) = 0. 
于 是 世 为 (5,1, 一 1,0;0). 由 于 


OF Ye = 志 [5 十 15。12 二 20 《一 1 并 十 12 0 十 12， 0] 一 1， 


所 以 吧 是 扬 的 不 可 约 特 征 标 ,把 区 记 成 %. 

取 4; 的 子 群 互 = <(12345》), 取 五 的 一 个 非 平 凡 的 1 次 复 特 
征 标 m, 它 在 厂 的 元 素 1,(12345)， (13524), (14253)。(15432) 上 
的 值 依 次 为 1.6,e el 其 中 se 一 eg 显然 有 好 (1) 一 12. 因为 
CNH=Z,C NH=2,mM (C2) (34))=0, (0(123)) =0. 
容易 求 出 

CN = {12345), (15432)}, 
Cs NH = {03524),(14253))}. 


所 以 
CC13524)) 一 外 | 从 G3524 AQ425327 | ee 
于 是 虞 在 局 的 各 个 共 e 类 上 的 值 为 
(2 0,E 十 5+6 十 ES)， 
天 为 


Cp sXe = (psilHn = lte+e+e+e l= 0, 


[1 “4 十 eC 一 ]) 十 2( 一 1]》 


(2 Xe 一 Cp Xa| Hy 一 5 
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二 ef 一 1) 二 a 一 1)]=1， 
(ee 一 (和 ED = [1 ‘5+e:0Fe.0 
. +e0+e'0)=1, 
所 以 罗 在 中 中 不 出 现 ,加 ss 在 xc 中 都 出 现 L 次 ， 于 是 ,fi 一 Xs 一 
为 已 的 特征 标 , 它 的 秆 为 
《3， 一 1y0y1 十 8 十 £1 十 Ez 十 £7). 
因为 
高 [3: 十 15 1) 二 20.0+12(01 二 ee 十 et) (1 十 E 十 &) 
十 12( 红 十 总 十 电 ) 人 1 十 本 十 可)] 

== 高 [24 二 12(2 4 e+ e) 十 12(2 十 包 十 8)] 二 1， 

所 以 A 一 和 一 各 是 局 的 不 可 约 特 征 标 , 记 作 xX; 其 中 
1+s+e 一 记 (1 十 5), 1 十 台 十 看 一 广 (1 一 v5). 

从 十 术士 四 十 六 十 m2? 二 60 得 出 zm 一 3. 然 后 利用 第 二 正 交 关 
系 可 求 出 xs, 从 而 完成 45 的 复 特征 标 表 . 这 个 表 在 例 4. 3. 3 中 已 
写 出 . 

习 题 5.4 

1. 在 四 元 数 除 环 五 里 ,四 元 数 群 { 土 1 , 土 i, 土 j, 士 #} 记 作 N， 
令 忆 是 NN 与 16 个 元 素 ( 土 1 土 ! 土 j 土 £) /2 的 并 集 . 

《12 证 明 : 尼 是 吾 的 飞 法 群 瑟 "的 子 群 ; 

(2) 征明, N<IG; 设 y= 一 二 (1 十 i 十 j+&), 证 明 : G 是 N 与 
(>? 的 半 直 积 ; 

(3) 求 ZCG) ,以 及 如 的 共 轿 类; 

(4) 利用 G/N 的 不 可 约 复 表示 求 避 的 一 些 不 可 约 复 表 示 ; 


《5) 设 
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P -| 9| v1 0 
0 1 0 一 v 一 1 
/| 0 | 0 vw—1 
一 1 of ww 一 工 0 
邻 f: H > MC), 


a 二 ci derraEi+ ol te tak, 


其 中 aacsd 是 任意 实数 . 证明, f 在 GG 上 的 限制 是 G 的 一 个 2 
次 不 可 约 复 矩阵 表示 ,并 求 出 它 提供 的 特征 标 ; 

《6) 求 局 的 复 特征 标 表 ; 

(7) 证 明 ; G 的 3 次 不 可 约 复 表示 是 单项 表示 . 


8 5 Mackey 的 子 群 定理 


设 五 是 有 限 群 G 的 子 群 ,echar 玉 让 Cl , 设 ? 是 五 的 类 请 数 ， 
自然 会 癌 , 入 | 互 =? 更 一 般 地 , 设 工 也 是 G 的 子 群 ,那么 六 | 工 一 ? 
这 一 节 来 讨论 这 个 同 题 . 

从 瑟 的 类 函数 ”可 以 得 到 瑟 的 任 一 共 印 子 群 g 再 g 5 上 的 函 
数 , 记 作 六 ,其 定义 是 : 

Py) Hg lyg), VYyE gHg'', (1) 
易 验 证 六 是 ss 一 的 类 函数 ， 

定理 5. 5. 1 (Mackey 子 群 定理 ) 设 居 是 有 限 群 , 玻 丽 的 特 
征 不 能 整除 [| :HL 都 是 避 的 子 群 , 设 {g ‘B28 (LH) 
在 安里 的 双 陪 集 代 表 系 , 即 

G=LaHU LsHU-… ULeaH; 
念 五 = 荆门 有 gr1G 一 1 2 1004 设 ? 了 是 互 前 类 函数 ,是 工 的 
类 函数 ,把 六 简 记 成 7, 则 


FL= 2 CO FTL), (2) 
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OD) fe = [913 C3) 
证 明 (2 从 命题 5. 4.4 的 公式 (9) 知 道 ,为 了 计算 六 ,应 当 
知道 吾 在 中 的 左 陪 集 代表 系 ;为 了 计算 cy 中 IL ,应 当知 道 工 ， 
在 工 中 的 左 障 集 代表 系 . 任 取 一 个 双 陪 集 Lg; 玉 ;显然 它 是 五 的 
若干 个 左 陪 集 的 并 . 取 定 加 E 工 ,对 于 yE 工 ,我 们 有 
EH 一 yg (YB) yi) E Hoy yy E gHegr! 
> ELN gHea Sy EE yb 
这 说 明 : 如 果 工 ; 在 工 中 的 左 陪 集 代 表 系 为 {yn yz， » ir, } , 则 五 
在 如 中 的 左 陪 集 代 表 系 里 的 元 素 出 现在 Ze 三 里 的 是 ，{3mgr， 
?aging 从 而 五 在 G 中 的 左 陪 集 代 表 系 是 ， 
‘yi,87 | 1 tr 
任意 yE 工 ,显然 有 
CB yy BD) E He yyy, E gHgr 门 工 . 
从 而 得 
Fy) 一 > 了 > [Cy gi) 0 = 2 D7 Cy yi) 


i=] =1 


= OP) (yayy5) = > 090 | LLCY). 
:=1 


:=1 1=1 


由 此 即 得 上 (27 式 . 
Gi) 利用 公式 上 2) 和 Frobenius 互 反 律 得 


(Je 一 人 一 《人 DITDD = Dg | LD 
1 上 i=1 
= 2 QO Ls,. | 
今后 我 们 把 群 G 的 主 表示 ( 主 特征 标 ) 记 作 lc- 
习 题 5.5 


1. 设 天 是 特 征 为 0 的 代数 闭 域 ,五 和 工 都 是 有 限 群 G 的 子 
193 


群 ,证 明 ; (L, 瑟 ) 在 GG 里 的 双 陪 集 的 数目 等 于 1.9" ,Clan)")s. 

《提示 : 用 Mackey 子 群 定理 立即 得 出 . ) 

2. 设 玉 是 特征 为 的 代数 闭 域 ,如 和 工 都 是 有 限 群 G 的 子 
群 . 设 好 :pp;… :8 是 局 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 表 示 , 设 1 在 | 工 
里 的 重 数 为 a;,is 在 旬 | 瑟 里 的 章 数 为 .把 二 在 G 中 的 左 陪 集 
组 成 的 集合 记 作 G/ 吾 ;对 于 zxEL,gHEG/H, 规 定 xz(gH) 二 
Czg) 百 ,这 给 出 了 群 开 在 G/ 瑟 上 的 一 个 作用 . 证 明 , 这 个 作用 将 


G/ 划分 成 的 轨道 的 数目 等 于 > ab 


(提示 ; 证 法 一 ” 据 推论 3. 3. 2,r 等 于 11 在 中 的 重 数 ,其 中 
y 是 由 上 述 作用 引起 的 工 的 置换 表示 . 据 习 题 5. 1 的 第 3 题 知 多 
sf | 工 。 于 是 7 一 《1 (ls) 工 ) 一 人 1 ， 【15 36。 注意 Cl)” 


= SM = Dew = Dax. 
i=l 1 ”一 1 


证 法 二 ”说 明 工 在 G/H 上 作用 的 轨道 数目 等 于 <L,HH) 在 GG 
里 的 双 陪 集 数 目 ,然后 利用 第 1 题 的 结果 . 往 下 同 证 法 一 . ) 

3. 设 下 是 特征 为 0 的 代数 闭 域 ,G 是 有 限 群 , 设 避 分 别传 递 
地 作用 在 有 限 集 合 人 2 和 2; 上 , 设 态 ; 是 02; 的 一 个 元 素 的 稳定 子 
群 , 设 让 是 G 在 同上 的 作用 弛 起 的 置换 特征 标 ,; 一 1,2. 证 明 : HH， 
在 2: 上 作用 的 轨道 数目 六 等 于 五 : 在 Q, 上 作用 的 轨道 数 自 r;， 
并 且 天 一 《六 yyc， 

(提示 : 取 z:EQ, 由 于 GG 在 态 上 作用 传递 ,所 以 G 在 :上 
的 作用 等 价 于 G 在 齐 性 空间 GAG- 上 的 作用 ,从 而 G 在 G/G. 上 作 
用 引起 的 置换 特征 标 也 是 #, 注 意 GG 一下,, 并 且 据 习题 5. 1 的 第 
3 题 知 ,和 二 (la) Gi 二 1,2). 利 用 第 2 题 的 证 法 二 所 得 到 的 事实 . ) 

4, 设 天 是 特征 为 0 的 代数 闭 域 , 设 有 限 群 G 传递 地 作用 在 有 
限 集 合 QO 上 ,引起 前 置换 表 示 记 作 ?2 证 明 : 对 于 任意 xzEQ.G: 在 
从 上 作用 的 轨道 数目 r(x) 等 于 XpyXe}a. 它 与 工 无 关 , 称 它 是 G 的 
秩 ， . 
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(提示 : -(z) 一 (加 |G-lo je 一 (ys(lc)c)c 一 (加 yc 这 里 
用 到 了 zx, 一 (le72, 这 是 因为 G 在 口上 的 作用 等 价 于 G 在 心 AG。 
上 的 作用 . 也 可 用 第 3 题 结 论 . 》 | 
“5. 设 有 限 群 G 传递 地 作用 在 有 限 集 合 从 上 ,证 明 : 对 于 任意 
工人 2,G: 在 全 上 作用 的 较 道 数目 rtx) 为 


rr) = ED IFO). (4) 
Gi 息 ， 


“提示; 利用 第 4 题 的 结论 和 命题 3. 3. 1). 
注 第 3. 第 4, 第 5 题 表明 : 利用 Frobenius 互 反 律 或 Mackey 
子 群 定理 和 命 古 3. 3. 1 可 以 证 明 传 递 置 换 群 的 秩 的 会 式 (4)- 


8 6 Mackey 的 诱导 特征 标 不 可 约 性 的 判定 


本 节 要 讨论 的 同 题 是 : 设 互 是 有 限 群 G 的 子 群 , 如 果 产 是 五 
的 不 可 约 特 征 标 , 那 么 什么 时 候 zi 不 可 约 ? 

一 个 群 的 两 个 特征 标 ,x 称 为 不 相交 ,如果 它 们 没有 公共 
的 不 可 约 盛 分 , 即 上 my 一 和 

第 一 章 $ 2 中 ,我 们 指出 : 若 N 是 群 伍 的 正规 子 群 ,由 G 中 元 
素 g 将 引起 NN 的 外 自 同 rm: zzrrg 'xrg,Y TEN. 设 VW 是 NN 的 
表示 , 则 多 与 上 的 合成 是 六 的 表示 , 记 作 六 , 称 为 VV 的 基因 表 示 ， 
于 是 (zz) 一 gg re) xEN. 

现在 对 于 局 的 一 个 子 群 五 , 设 业 是 日 的 表示 ,对 于 给 定 的 & 
EC 我 们 规定 gHg 的 一 个 表示 ,也 记 作 逆 , 其 定义 为 : 

Py) :pg yg VyE gHg', 《in 

易 验证 六 确实 是 gHg-' 的 表示 . 显然 , 当 五 习 G 时 ,这 里 定义 的 
六 就 是 互 的 表示 ,并 且 它 就 是 上 一 段 所 说 的 的 共 力 表示 . 若 吉 
握 供 的 特征 标 是 ?: 则 名 提供 的 特征 标 就 是 $5 公式 (01) 定义 的 
。 

命题 5.6.1 设 妇 是 有 限 群 ,charK++|l 瑟 < 设 关 是 兢 
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的 特征 标 , 则 对 十 gEG, 有 
CE nel 一 (A {2) 
证 明 


Ce png 1 = TB 人 > pCy!) 


yE rH 1 


一 
= TB 2 CE 38DIACS 3 二) 
Bi ye RH 


De D= pnn 1 


定理 5.6.1 设 态 是 有 限 群 G 的 子 群 , 天 是 避 和 瑟 的 分 裂 
域 并 且 chark 二 0, 设 { 和 二 11g821… sg: 是 (可 ;于 ) 在 G 里 的 双 障 集 
代表 系 , 记 态 ; 二 斑 介 gHgi yi 二 1,2,…,#. 设 是 旦 的 特征 标 ， 
则 xz 不 可 约 当 且 仅 当下 列 两 个 条 件 成 立 : 

《i) 不 可 约 ， 

(3) 对 于 每 一 个 i(2 志 7? 所 1) ,Hi; 的 两 个 特征 标 Ap | ,和 和 
&| 瑟 ;不 相交 ， 

证 明 据 Mackey 子 群 定理 得 


(Cae ,po ye 一 六 1 再 AD| 再 加 
i=1 


= ttn Dl Hi pe? His. 
i=2 


据 定理 3. 2.5 得 
A 木 可 约 ee 一 
< 一 《ya 十 Dur :4° Hin, = 1. 
据 命 题 3.2.1 可 以 拖 道 ,gy， pn nH ;| 如 ,5 都 是 非 负 和 装 
数 并 是 (jp， A nO, 因此 上 从 上 述 可 得 
不 可 约 寺 之 pa 二 1 并 有 (pHie Hn,=0 
Cz 一 2 3 
乓 不 可 约 并 且 giH; 与 A | 及 ;不 相交 
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. (i 二 213,.)t). 1 

推论 5.6.1 设 吾 是 有 限 太 避 的 子 群 ,KK 是 GG 和 石 的 分 裂 
域 并 且 char 玉 一 0 对 于 EC 全 万 二 五 门 z 瑟 xz 设 交 是 五 的 
特征 标 , 则 上 不 可 约 当 目 仅 当下 列 两 个 条 件 成 立 : 

(0 产 不 可 约 ; 

《ii) 对 于 每 一 个 <ECGNE ,万 .的 两 个 特 第 标 x |, 和 xj 五 。 
不 相交 . 

证 明 由 于 ( 吾 ; 吾 ) 在 G 中 的 双 尝 集 代 表 系 中 除了 gi 外 ,其 
余 元 素 均 不 属于 互 ; 而 且 每 个 x+E€G\, 均 可 作为 某 个 双 障 集 的 
代表 元 ,因此 由 定理 5. 6. 1 立即 得 到 此 推论 ， 上 

推论 5.6.2 设 太 是 有 限 群 G 的 正规 子 群 , 久 是 GG 和 坊 的 
分 异域 并 且 charK==0. 设 玉 在 G 中 的 陪 集 代表 系 是 {一 1,g;， 
;1 设 疡 是 态 的 特征 标 , 则 jy 不 可 约 当 且 仅 当 疡 不 可 约 , 并 
且 上 与 py 中 不 相等 ,其 中 1 一 2,3.** 

证 明 因为 互 忆 G, 所 以 Hg 及 = gHH, 妇 ( 吾 , 瑟 ) 的 每 一 个 双 
陪 集 就 是 H 的 一 个 陪 集 - 显然 H:=H 人 NsHer! =H:,1<it. 对 
每 一 个 i107S2) ,pj 扎 是 吾 的 特征 标 , 并 且 由 命题 5. 5.1 知道 ， 
jp 不 可 约 当 且 仅 当 不 可 约 , 于 是 如 果 不 可 约 , 那 么 we 与 wz 不 
相交 当 且 仅 当 jp 与 4 不 相等 .因此 从 定理 5. 6.1 立即 得 到 推论 
5.6.2, | 

注 推论 5. 6.2 中 的 条 件 *a 与 x" 不 相等 ,2&&1 寺 1" 也 可 以 换 
成 “对 于 任意 xEGN\H ,re 与 pe 不 相等 ” 

推论 5.6.3 设 互 是 有 限 群 忆 的 正规 子 群 , 久 是 特 往 不 能 整 
除 'G| 的 域 , 设 {g ,521 181} 是 博 在 G 中 的 陪 集 代表 系 , 设 ”是 
五 的 类 星 数 , 则 


FH = Dy. (3) 
证 明 从 Mackey 子 群 定理 和 推论 5. 6.2 的 证 明 过 程 所 述 的 


事实 立即 得 到 ， 1 
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今后 我 们 跟 第 三 章 8 2 那样 将 采用 记号 Irr(G) 表 示 G 的 所 有 
不 相等 的 不 可 约 特征 标 组 成 的 集合 ( 域 玉 从 上 下 文 可 看 出 ). 


习 题 5$.6 
1. 设 避 是 域 GF (Cg) 上 的 一 般 线 性 群 GL(2,9), 考 虚 它 的 下 述 


(| 
HH= 

ba ds 
设 e 是 复数 域 C 中 的 本 原 g 一 1 次 单位 根 , 设 pb 是 GF(q) 中 的 本 原 
元 素 ( 即 p 是 GF(q) 的 飞 法 群 GF Cg)* 的 生成 元 ). 循环 群 GFC9)* 
的 所 有 不 可 约 复 表 示 记 作 只 ,和 胃 ，,…, 和 1; 它们 都 是 1 次 的 ,并 且 


多 Co 一 台山 的 特征 标记 作 jtl 寺 7 寺 9 一 1). 规定 


a EE GF ,bE GCP), t= ia 


p a 
据 习 题 4.2 的 第 3 题 知 ,名 是 五 的 1 次 复 表示 ,并 且 名 提供 的 特 
征 标 太 ; 为 : 


El 昌 
的 | -weoe@weo， 
2 


妇 1 总 
x | 一 Haat}. 
四 Az 


证 明 ; (0 当 ;7 0 一 1 2 9 一 1) 时 ,好 是 3 十 1] 次 不 可 约 特 
征 标 ; (i) 站 可 约 (i 二 1,2,-…… ;9 一 1)， 

《提示 (i) 据 推论 5. 6. 1, 只 要 证 : 对 于 每 一 个 gEH ,|H， 
与 ;| 吾 ; 不 相等 . 设 g= (69) ,选取 适当 的 y 全 及 ,使 得 《yy) 关 
Cy)，Gi) 仍 用 推论 5. 6. 1, 只 要 证 : 对 于 某 一 个 gEH,XPP1H, 
—N [Hi. 》 . 

2. (Brauer) 设 G 是 有 限 群 ,把 G 的 所 有 共 罗 类 CC ，…C， 
组 成 的 集合 记 作 避 , 设 和 ;Xe,*…',% 是 上 G 的 所 有 不 同 的 不 可 约 复 特 
征 标 . 设 有 限 群 4 在 上 有 一 个 作用 ,并 且 4 在 IrrtG) 上 也 有 一 
个 作用 使 得 
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(exeCD 一 CE4 委 1 二 5 (4) 
和 证明 : (i》 4 中 每 一 个 元 素 a 在 侣 中 前 不 动 点 数目 等 于 a 在 
IrrCG) 中 的 不 动 点 数目 ; (ii) 如 的 4- 轨 道 条 数 等 于 IrrcG) 的 4- 
轨道 条 数 . 

《提示 : 设 了 是 的 复 特征 标 表 , 则 个 是 可 道 什 阵 .a 在 章 上 
前 作用 引起 工 的 列 的 置 搞 ,相应 的 殴 换 矩阵 记 作 名 jia 在 IrrCG) 上 上 
的 作用 引起 了 的 行 的 置换 ,相应 的 演 换 矩阵 记 作 PP. 公式 (4) 说 
明 : PIT 人 一人. 从 而 T 了 -PT 一 入 -La 在 IrCec) 中 的 不 动 点 数目 等 
于 P 卫 的 迹 .) 

3. 设 避 是 有 限 群 ,NIG, 把 入 的 所 有 共 蜀 类 局 ,Cs,… ,组 
成 的 集合 记 作 如 , 任 给 gEG, 规 定 gC, :二 gCig ';j 一 12,… 由 这 
给 出 了 如 在 人 上 的 一 个 作用 . 对 于 jE IrrtN) ,规定 gj 一 所 ,这 
给 出 了 如 在 IrrKN) 上 的 一 个 作用 .证明 : (i) G 中 每 一 个 元 素 g 
在 名 中 的 不 动 点 数目 等 于 g 在 IrrCN) 中 的 不 动 点 数目 ; 信 ) 间 的 
CC- 轨 道 条 数 等 于 IrrCN) 的 G- 轩 道 条 数 . 

4. 设 如 是 有 少 群 ,<G, 吕 是 N 的 所 有 共 辑 类 组 或 的 集合 . 
G 在 如 上 的 作用 和 避 在 IrrCv7? 上 的 作用 同 第 3 题 . 证 明 下 列 三 个 
条 件 等 价 ， 

《iD CMVY 中 每 一 个 元 素 g 在 吕 中 只 击 定 一 个 点 

Ci) CN 中 每 一 个 元 素 在 irr(N) 中 只 固定 一 个 点 ; 

(iii》 对 于 任意 yE NN\{1}, 有 Celty)CCN. 

“提示; GiD 过 (0) 任 取 gEGNN ,假如 C 卫 {1} 是 g 的 不 动 点 ， 
则 gCg"! 二 C0. 取 xEC, 于 基 gzg :与 z> 在 中 共 斩 .) 

5。 设 局 是 有 限 群 ,N <G, 如 果 对 于 每 一 个 yE N\{1}, 有 
Ce(y)CN ;证 明 ， 

(i) 对 于 NN 的 每 一 个 不 可 约 复 特 征 标 ws 六 1v,* 有 上 疏 不 可 约 ， 
并 且 NKertp); 

tii) 车 xX 是 避 的 不 可 约 复 特征 标 ,并 且 KerxYDN, 则 存在 入 
的 不 可 约 复 特征 标 x 闫 ln 使 得 X= 
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一 -一 ra 


‘提示: (i) 据 第 4 题 结 论 , 对 于 每 一 个 gEGYNY .有 上 和 产后 
半 部 分 :假如 和 NCKertze), 则 对 于 每 一 个 xEN 用 Cr) 一 
A mn 二 je(1) ,于 是 |N 二 m1. 所 推论 5. 5.3 推出 二 1，、 
本 已 知 了 矛盾 4ii) 央 为 KerXVN, 所 以 存在 yo EN 使 得 X(yo) 关 
X00); 从 而 XIN 才 XCD1w: 因 此 X|N 包 会 N 的 一 个 不 可 约 特 征 标 
天 1 于 是 (pc 一 (NA 小 据 第 人 小 题 ,A 不 可 约 ，) 


$7 Clifford 定理 ,对 于 不 可 约 复 表示 的 次 数 的 应 几 


圭一 节 我 们 讨论 了 : 有 限 群 6 的 子 群 瑟 的 不 可 约 特 征 标 诺 
导 到 GG 上 后 ;和 何 时 让 不 可 约 ? 这 一 节 我 们 来 讨论 与 这 相反 的 问 
题 ;G 的 不 可 约 特 征 标 XY 限 制 到 不 规 子 群 瑟 上 具有 什么 性 质 ? 全 
的 不 可 约 特 征 标 能 否 由 局 的 某 个 真子 群 的 不 可 约 特 征 标 诱导 出 ? 

设 召 是 有 限 群 口 的 正规 于 类 ,天 是 任 - 域 , 设 上 ETIrrcCED) ,在 
推论 3. 1. 1 已 指出 ,对 于 任意 gEG,w 的 共 郁 特征 标 ww 也 属于 
Jrrt). 因此 如 果 规 定 gx 汪 5, 测 易 验 证 这 给 出 了 避 在 IrrCtH) 
上 的 一 个 作用 ,“ 点 "的 稳定 子 群 ,就 是 第 一 章 82 中 所 说 的 
在 中 的 惯性 群 了 TC) ,显然 日 CT). 

定理 5.7.1 (Clifford 定理 ) 设 互 是 有 限 群 C 的 正规 子 群 ， 
玉 是 GG 的 所 有 子 群 的 分 裂 域 且 charKK = 二 0. 设 xX 是 G 的 不 可 约 特 
征 标 , 设 & 是 XI 的 一 个 不 可 约 成 分 ,yr 在 xX| 二 中 的 重 数 记 作 


mi, 


《iD 如果 Ce 关 C, 则 存在 Ce 的 一 个 不 可 约 特 征 标 v 使 得 xX 二 
ws 
0i) 如 果 Ce 一 局, 则 XI 二 mp 
证 明 设 igiyg2:… ge 是 Cr 在 G 中 的 左 陪 集 代 表 系 ,说 
(ya 是 五 在 避 . 中 的 陪 集 代 表 系 , 则 互 在 G 申 的 陪 集 代 
表 系 是 1800 BED 据 推 论 5. 6.3 得 
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于 1"1 j= 


一 -YD = (Ci) 
国 为 (p26 = (XH 之 9， 所 小 :是 上 的 不 可 约 成 分 .于 是 
X17 是 1 五 的 成 分 ;从 忆 ) 式 知 ,X| 吾 的 不 可 约 成 分 只 oJ 能 有 


Aero 我们 有 


XIH pe) Wi PxIH ON") 了 Sx per hg,) 


ED 
一 i 一 二 _ 
一 IH = om. {2) 
因此 
XH = mp (3) 


如 果 Co 一 所, 则 二 1， 由 (3) 起 即 得 X| 五 一 mp. 这 就 证 明了 
《ii 。 
下 面 设 避 , 关 G. 设 TIrrC 一 人, 设 
于 | 站, 一 让 轴 十 下 呈 十 十， 区 0. (4) 
于 是 得 到 XI 一 wy | 如 十 avs | 吾 十 … 十 bw | 匡 . 不 妨 设 当 Ta 
时 ,人 (| 百 ,ar0 而 对 于 r 十 1 委 SES 及 |H ,pn 二 0. 令 
y= int isvwm ti. {5) 
因为 下 要 如 ,所 以 对 于 Gs 和 GT<i 委 应 用 上 述 证 得 的 结论 使 
得 到 


uv |H = ?Pi (6) 
于 是 
vsIH = DHv|H = Dilimp = mp (7) 
icc=1 i1 


其 中 四 = Lm. 因为 
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m= XIH n= DhlH pn = Dem 一 7， 
i=1 + 一 
所 以 由 瑟 一 六 现在 米 证 + 不 可 约 并 且 和 一 2 我 们 有 
加 = ， x 
(Xe 一 《ye 一 如 2 一 人 十 2 


一 (yo, 十 { Di, >) i 一 to. 
一】 了 一 # 填 1 


于 是 可 设 访 二 ,vc,X 二 ,其 中 =0 或 者 7 是 G 的 特征 标 . 从 而 
得 
OD = Do XD + WD) Pir, vo X(1). 《8》 
从 (3}) 式 得 
XY = mA DIG : G1]. C9) 
困 8 为 "| 在 = 着 pp 所 以 v01) 二 mpt1)., 于 是 X(t1)=v(D[G :GJ] 因 
为 At 一 G: Go 所 以 从 (8) 式 得 
[G: GJ) 2B vor DLG : Co]， (10》 
由 此 得 出 tv,v)s, 二 1. 所 以 + 不 可 约 ,并 且 (10) 式 种 (8) 式 的 等 号 成 
开 ,;, 于 是 x3(1)=0, 即 得 y==0; 从 而 太 二 多 这 就 证 明了 ti). 上 
Clifford 定理 说 明 ; 设 玉 是 有 限 群 G 的 所 有 子 群 的 分 网 域 县 
char 久 = 二 0, 若 G 有 非 平凡 正规 子 群 瑟 , 则 G 的 不 可 约 特征 标 导 或 者 
可 由 避 的 真子 群 的 不 可 约 特征 标 诱导 出 ,或 者 x 在 瑟 上 的 限制 是 
I 的 某 个 不 可 约 特征 标的 倍数 . 下 面 的 定理 讨论 了 一 类 特 跌 情 形 ，: 
定理 $. 7. 25Bichfetdt) 设 玉 是 有 限 群 G 的 所 有 子 群 的 分 
型 域 且 ehar 玉 一 0. 设 已 是 所 的 abel 正规 子 群 ,是 五 必 ZXG) 1 设 世 
是 上 的 忠实 的 不 可 约 特 征 标 , 则 X 能 够 由 G 的 某 个 真子 群 的 一 个 
不 可 的 特征 标 诱导 出 . 
证 明 设 产 是 X| 互 的 一 个 不 可 约 成 分 ,从 定理 5.7.1 知道 ， 
只 要 证 G. 去 G. 假如 名 .一 G, 则 X| 五 一 mep 国 为 互 是 abel 群 , 所 以 
六 的 次 数 为 1. 设 x 是 G 的 表示 (yp, 想 提 殿 的 . 仍 用 gz 作为 扣 供 特 
征 标 的 巨 的 表 永 的 记号 , 则 外 五 二 pz 由 … 申 于 是 对 每 一 个 大 
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EE 吾 , 有 9 和 一 OR) yy 从 而 PR)E Z(GLCV)). 由 于 是 忠实 
前 , 因 北 AEZIGC) ,于 是 五 CCZCG).- 矛盾， | 

作为 Clifford 定理 的 … 个 应 用 ,我 们 来 证 明 有 限 群 G 的 不 可 
约 复 特征 标的 又 一 条 性 质 , 它 是 定理 4. 5-1 的 推广 . 

定理 5. 7. 3 人 ite 定理 ) ” 设 有 限 群 G 有 -… 个 正规 子 群 五 , 设 ! 
是 安 的 不 可 约 复 特征 标 , 如 果 XI 互 包含 五 的 1 次 特征 标 , 则 X 的 
次 数 能 整除 LG : 扎 ]. 

证 明 设 X| 互 包 合 玉 的 1 次 特征 标 yx. 

情形 1 Gs=G. 此 时 有 Xi 吾 ==mp. 设 xX 是 G 的 表示 (8:Y) 提 
殿 的 , 则 对 于 每 一 个 EH, 有 ph) 一 yh) ，1y, 从 而 |X(h)| 二 
X(1). 这 表明 五 CZ (CX). 根据 习题 4.5 的 第 1 题 知 ,Xtl)1LG : 
ZX)J, 因为 [G : Hj 一 [G :ZLZCD2 五 ], 所 以 

Xie :五 ]. 

情形 2 G 天 G. 此 时 存在 @v 的 一 个 不 可 约 复 特征 标 ， 使 得 x 
一 睛 ,并 且 从 定理 5.7.1 证 明 过 程 中 知道 ,v1 太一 mep. 于 是 与 情形 
1 的 证 明 方 法 类 似 可 证 得 ， vi1)1[G,! 五]. 因 为 XCL) 一 关 (1) 一 
[G :Gt1) ,所 以 

[G: Hi= [G: GG,.: HI= [Ge 一 XI 1 

推论 5.7.1 如 果 有 限 群 G 有 一 个 abel 正规 子 群 五 , 则 G 的 

每 一 个 不 可 约 复 特征 标的 次 数 整除 LG : Hj]. | 


习 题 5.7 


1. 设 N 是 有 限 群 G 的 正规 子 群 ,六 是 如 的 所 有 子 群 的 分 裂 
域 且 char 芒 一 0. 对 于 YEIrCG) 如果 人 Au 天 0, 其 中 心 是 
N 的 主 特 征 标 ; 则 NCKergp; 其 中 5p 提供 xX. 从 而 ?是 GAN 的 不 可 
约 表 示 , 其 中 ?的 提升 为 史 反之, 如果 ?是 CAN 的 不 可 约 表 示 , 且 
3 了 是 5 的 提升 ,yp 提供 的 G 的 特征 标 为 X, 则 XEIrrG) 并 且 (XIN，. 
monw5e0 

(提示 : 原 命题 利用 Clifford 定理 . 逆 命 是 去 证 X|N 一 XC(1)pm. ) 
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$8 与 一 个 Abel 群 的 半 直 积 的 不 可 约 表示 


设 有 限 样 GG 是 它 的 abel 正规 子 群 4 与 子 群 瑟 的 六 真 积 ( 这 
时 惰 的 每 一 个 元 素 可 以 唯一 地 写作 乘积 a 的 形式 ,其 中 a€ 4A, 
E 娟 ). 我 们 来 证 明 G 的 不 可 约 表示 可 以 由 4 的 不 可 约 表 示 和 五 
的 基 些 子 群 的 不 可 约 表 示 构 造 出 来 ,这 就 是 Wigner 和 Mackey 的 
“小 群 "方法 . 
设 KK 呈 G 的 所 有 子 群 的 分 异域 并 且 特 征 为 0. 因 为 4 是 abel 
的 ,所 以 它 的 不 可 约 表示 均 1 次 .因为 4<G, 帮 GG 在 Irrc4) 上 有 
一 个 作用 :gp 一 上 wsgEC:pnEIrrf4). 从 而 百 在 rr 上 有 
一 个 作用 . 设 {ama 凡 } 是 JrrC4) 在 五 的 作用 下 被 划分 成 的 
轨道 的 代表 系 . 令 妃 是 上 在 召 中 的 稳定 子 群 .G=4- 开 是 扰 
中 相应 的 子 群 ,i 二 1,2,-…,r. 令 
Rak) = pta), a€E A.hEH. (1) 


国 为 
Zah) Cash)) = hahiashr ha) = tahashr 1)) 
一 planthanhi') = pa Cas) 
= platas) = lah ) stash,), 
所 以 霹 是 Gi 天 下 * 的 同 态 ;从 而 后 是 上 的 1 次 下 -表示 . 
设 敢 ,WD 是 五 ;的 一 个 不 可 约 表 示 . 因为 
CA4 一 4 万 /4 主页 /4 门 刀 六 万 ,， 
所 以 多 与 Cr/ 4 到 五, 上 的 同 梅 的 合成 给 出 了 局 74 的 一 个 不 可 约 
表示 ,把 它 提 升 便 得 到 G; 的 一 个 不 可 约 表 示 (%,W). 于 是 
Pah) 一 Sh) aE ANEH. (2) 
作 吉 与 交 的 张 量 积 , 便 得 到 G; 的 一 个 不 可 约 久 - 表 示 所 6. 
把 它 诱导 到 马上 , 便 得 到 G 的 个 表示 , 记 作 &w 设 多 提 供 的 特 
征 标 是 +,$ 提供 的 特征 标记 作 z,; 则 6. 提供 的 特征 标 是 (4.55. 
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定理 5.8.1 条 件 和 记号 如 上 述 , 有 下 述 结论 : 

《i 如 .是 二 可 约 的 ; 

ii) 车 yy y 则 i=7 并 且 二， 

diiiy G 的 每 一 个 不 可 约 表 示 都 与 某 一 个 &., 等 价 . 
从 而 由 A 的 不 可 约 表 东 jay,… sp 与 昌 :(1<iS<r) 的 一 切 不 可 
约 表 示 可 构造 出 上 的 一 切 不 可 芍 表示 . 

证 明 0) 我 们 要 利用 Mackey 的 诱导 特征 标 不 可 约 性 的 羯 
定 定理 . 设 XEGi 令 (G0) 一 G; 门 xG;x ,考虑 (G0); 的 两 个 特征 标 
TCGD) ;和 (C657 |CGD.. 显然 4C(GD .任意 a€ 4， 

rta) = (aia) = rl), 
CT a) = (ED tar) = Er liar)r(r Tur) 
= w(x ET) 一 (aT). 

因为 zEEG, 所 以 册 关 6 假如 后 2 (CGD, 与 (ma GD) 有 公共 
的 不 可 约 成 分 v; 则 由 上 述 徊 ; v(ta) 二 myla) 朋 有 vla}=np (a)， 
其 中 0 二 msn 之 501). 于 是 rp 二 ny, 从 而 得 Cg ynpi) a 一 (np, 
nn14)4; 由 此 得 出 r=. 因此 p6 二 /6, 耶 盾 . 这 就 证 明了 bs 不 可 约 、 

DD By 当 且 仅 当 (2) 一 (pr,T)". 考 虚 它 们 在 A 上 的 
限制 ,为 此 需 利用 Mackey 的 子 群 定理 ,定理 中 的 工 现 在 是 4, 定 
理 中 的 Pe 现在 是 Ci 或 Qe) , 设 181 838 是 (4 GD) 在 G 里 的 
双 障 集 代表 系 , 设 gj 一 aj&; 其 中 a;€ 4A,& 琶 , 则 

G = U4s6.— U4euc' = U4apG' - Uh, AG, = Uc. 


jel 


于 是 (六; 和 是 6 在 局 中 的 左 陪 集 代表 系 . 因为 
AH =G= UAR., = U AH = 4 UH 


所 以 五 = U5., 这 说 明 仿 asy :有 是 驴 ; 在 瑟 中 的 左 陪 集 代 


表 系 . 任意 玉龙 囊 , 设 A 二 有 hy, 其 中 YEH;, 则 = A= 一 
Tas 所 以 {pl yy ;是 让 的 五 - 亏 道 . Mackey 的 子 群 定理 中 
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前 天; 境 在 是 4gzg; "一 马 :因此 得 刘 


CD 一 YT) |A. (3) 


1 :1 


因为 
CTI a) = TET AE) = BI EDECET ag)) 
= plg7 ag)rtl) = TU) (ha aash)) 
= TO par aay) = TY Ca), 
所 以 (554 二 TC1) yi. 于 是 (3) 式 变 成 


RA = DD Dp (4) 
问 理 
CTI A = E01) pt (5) 
7 一 


如 果 0.smbry, 风 得 到 5 2 二 了 GD 7， 假如 六 六 
则 A 的 豆 - 轨 道 与 由 的 万 -轨道 的 交 是 空 集 , 于 是 得 到 


了 岂 
(OPA De), = 
Js=1 j=1 


这 与 21t 一 D01) >/ 雍 盾 .所 以 六 一 i. 进而 得 出 (1) 一 


(1) ,并 且 三 和 Y 都 是 G, 的 不 可 约 特征 标 ,而 r 和 都 是 条; 的 不 
可 约 特 征 标 , 邑 CV,W) 和 (WW') 都 是 总, 的 不 可 约 表 了 东 ,下面 米 
证 JV ;为 此 只 要 证 开 与 WW' 作 为 左 天 [Hi;] 模 蚌 模 辐 构 的 . 
设 4 的 1 次 表示 上 六 的 表示 空间 为 4e)y, 则 G: 的 表示 六 的 # 的 
表示 空间 是 4eGrTW ,从 而 殷 的 表示 如 的 表示 空间 

V = EK[G] ro le) Ba). 


考虑 T 的 于 集 
VV) = aE VY |8.,s Cao = Hlada, Ya 和 eA), 
显然 T 是 三 的 子 空间 . 任意 AE Hi et Vd 万 妥 ,我 们 有 
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下 
= 0 oh lap)o = Hath)rth ah)a 
一 Api Ch la dn = Ah! 站 站 
= A DE tah = peadhe = tahea, 
这 说 明 haEV;, 因 此 WV 居 石 -不 计 子 空间 ,从 而 Vi 是 尺 [L 太 ;J,- 模 - 
我 们 来 证 VV; 与 W 是 左 KLEB,;J]- 模 同 构 . 为 此 我 们 先 来 求 史 的 一 
个 民 - 基 . 前 面 筷 指出 癸 ; ;hoy 有) 是 ;在 上 中 的 站 陪 集 代表 条 ， 
设 Ww 的 一 个 天 -其 为 a 1 ,有 则 Vv 的 一 个 KK- 基 是 : 
{A (WP EIEtl En). 
设 一 2 2h 的 (e 鸭 J], 则 aEV, 当 且 仅 当 对 - 切 a& 4， 
有 
Gila) > DkiLhs Oe BBY = pa) 27 2 klh, De BP). 
上 式 左 端 等 于 
2 Dy knLah, (9 Ce CO BN) 一 >， DksLhshy ah, 0 (se C0 8B.)] 
过 >， 2 有 [和 CO hah,(e Go B)] 
一 DB) Dh Lhrah ye @ Phrah) BY) 
一 2 Ok, ® [Lehr ak)e ® pI)B) 
= DD) Dh ® Le)e ® 8) 
= D5) Ded) Ln ® Ce @ PB) 
一 2 tCa) D kalh, DO Ce 的 B.)]. 
从 而 得 到 时 
PCRslhy Be OBB) = 2) >) Oe BP) 
由 于 {的 (的 有 | 之 7 委 t， 1 所 [之 m} 蚌 VY 的 一 个 基 , 因 此 ,从 上 
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式 得 出 ja) 一 上 (aw: 从 而 得 天 Ci 一 82《aDkix 一 0. 当 帮 天 1 
时 pl 天 上 ,从 而 二 = 国 此 QE VV 当日 习 当 


一 DT1 [eg {Ee 2 Bi)]. 


这 说 衣 行 的 (e5980 1 一 1,2 天 } 是 的 一 个 天 - 基 . 所 以 YY, 与 
WW 有 -个 向 直 空 间 的 同 构 o: 1 的 B80m= 训 . 对 于 任意 hE J 开 , 有 


ofh [Daa @ B= {Shh ® (e@ 
_ Dll Dae ® BJ) 
一 D0 A 
一 cf DRL Cod)e pRB) 

Da 所 Ce Bf}N) 

= Php Ci)B, 一 De ® te @ BN) |. 


由 此 得 出 ; o 昆 天 FE 了 丁 模 同 构 , 因 此 V 与 多 是 天 [已 于 模 辣 构 ， 
同样 , 设 W' 的 一 个 下 - 基 为 Pr pp 网 到 一 及 [G] 
@areg(e) XWD) 的 一 个 尺 基 为 {4@O(e@@B 11 Sj 1 


m}. 会 


有 
Ee] 


Vi 一 fo EV (oa 一 Ataa ,Ya EX 
则 Y7 是 凡 的 子 空 盾 ,并且 是 天 LH; 模 .V: 的 一 个 天 - 基 为 : 
(10 CG BO = 1,2,.…,m}. 
并 且 Y" 与 三 ' 是 六 [ 万 ,]- 模 同 构 . 因为 .4 与 iw 等 价 , 所 以 VV 与 V 
是 左 下 [GJ]- 模 同 构 , 即 存在 模 辣 构 上 映射 +. 设 “各 六 则 对 一 切 46 
4 ,有 有 


By {a ra) = alra) = riaa) = rH (a)a) 
= T(t (ao) = jatara), 
这 说 明 raEVi'. 因此 7 是 向 量 空间 VY 和 和 Yi 的 同 构 . 由 于 对 于 任 
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意 疡 和 万 CCG, 有 tp 一 Pral wy aeEV 所 以 是 在 天 [五 ]- 模 站 
和 的 模 同 构 . 综 上 述 得 WW 与 WW' 是 模 辐 构 . 

“iii) 性 取 的 一 个 不 可 药 天 -表示 (pV). 设 4A 的 不 可 约 表 
示 疡 在 G4 中 出 现 ,p 的 表示 空间 设 为 (a7. 把 天 [4 十 模 Y 的 直 利 
分 解 式 中 出 现 的 与 4e* 同 构 的 不 可 约 子 模 的 直 积 记 作 已 , 设 己 一 
eye 人 路 设 本 是 人 到 人 ?的 模 同 构 , 则 对 于 任意 eE 
及, 有 入 tas) 一 qte), 因 为 

Nas) 一 页 (es 一 由 (Pa)s) = pA)N Ce) = plade, 
所 以 ae, 二 gla)e 于 是 若 aEDU, 则 ae=ptajayY ac4i 反 之 亦 然 
《利用 五 L4 丁 模 站 的 直 和 分 解 式 ). 关 在 五 中 的 稳定 子 群 记 作 五, 
性 意 有 EH,;, 任 意 a€ 4, 有 althe) 一 hth iah)e—huth lah)em he 
(Cae 二 hx(taye 一 ja) Che), 所 以 he EVU. 考 虚 由 集合 {he|&E, 生 
成 的 忌 的 子 空 间 , 显然 它 古 左 KLH,j- 模 ; 取 它 的 一 个 不 可 约 子 横 
Wo ,由 Wi 提供 的 瑟 , 的 表示 记 作 办. 由 ( 曙 ,Wo) 可 得 到 GC,=AH, 
的 下 -表示 (Wo). 由 A 的 表示 (ps; (te)) 可 得 到 G, 的 表示 
Cts)), 作 张 量 积 CAO， (eCOxWo) 仍 得 到 G, 的 表示 ,并 且 它 
是 不 可 的 的 . 上映 英 站 e 的 BrBi 是 向 量 空间 (exWo 到 Wi 的 间 
构 , 其 中 房 何 委 [ 委 的 是 Wi 的 一 个 及- 基 . 因为 对 于 aE A,hE HH,， 
有 athe) 二 gta Cha) 所 以 对 于 Wo 中 每 一 个 向 量 w 有 ae 一 上 ke)a， 
从 而 Wo, 蚌 玉 [G] 模 ;并且 显然 是 不 可 约 的 , 对 任意 ahEG,, 有 

an Ce tO BD] = Fae RB 一 as AA) 
= pad fe CO RB = padhB, 
一 ahp, = ak[ fe CY pj, 
所 以 了 是 天 [G,] 模 辣 桔 . 由 于 天 [Gj- 模 (se} EOxW 提供 的 Gu 的 
表示 是 KB 各 ,而 天 [G,j- 模 WW 提供 的 Go 的 表示 是 gq1G, 的 一 -个 
不 可 约 分 量 ,因此 G, 的 不 可 的 表示 Zz 他 内 在 pg1G, 中 出 现 , 据 
Frobenius 互 反 律 ,G 的 不 可 约 表示 在 Cpo)5 中 出 更. 由 于 pk 
可 以 作为 Irr(4) 的 瑟 - 轨 道 代 表 系 中 的 一 个 元 素 , 辟 如 可 取 为 
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Au 于 是 五 。 成 为 Hs;, fo 便 是 HH, 的 一 个 不 可 约 表 冰 全 ， 于 是 


C95 就 是 Bs, 据 由 知 ,8 不 可 约 , 于 是 p08.s。 1 
例 5.8.1 设 忆 是 7 阶 子 群 A= ta) 与 3 阶 子 群 吾 = 你) 的 半 
吉 积 ,满足 关系 ; pa ' 二 a7, 求 G 的 复 特 征 标 表 . 

解 4 是 G 的 abel 正规 子 群 ,4 的 所 有 不 同 的 不 可 约 复 特征 
标 沟 上 (二 0.1,…,6), 其 中 jta) 二 所 这 里 8 是 本 原 7 次 单位 根 . 
办 为 


AKCa 一 上 (Iab 一 上 ad = ee ， (01 
所 以 IrrCAD) 的 五 -轨道 有 : {po}, {par fas pe { pigs fs» He }» 于 是 
FrC4) 的 瓦 - 轨 道 代 表 系 为 1 :myAs) 相应 的 稳定 子 群 分 别 为 
2 二 吓 , 可 二 11) ;日 ; 二 11}- Ho 的 不 可 约 复 表示 有 3 个 :加 (6) 二 
1 二 抽 ; 凡 A5) 二 wr ,其 中 w=e3. 我 们 有 
Cig (ab) = folaB Pat) = pola go tbh) = 1, 
(pod (ab) = pa dh) 一 or， 
(foo) ai) = pa ) ps lB) = a 
国 为 G, 二 4 可, 一 AH 一 OG ;所 以 Mn 下 G 一 0,1 2 是 所 的 不 可 约 复 特 
征 标 ,它们 都 是 1 次 的 ,分 别 记 为 加 sos 
二 4 一 A11). {1} 的 不 可 约 表示 只 有 一 个 ; 主 表 示 . 于 是 
8 提供 的 G 的 特征 标 如 = 上 所. 我们 有 为人) 一 三 人) 一 DG 一 1， 
2)) 
Ba) = ta) = pad He aap) ath sad) 
一 癌 十 2s 十 EY 
Ga 一 4 五 :一 411) .于 是 2 提供 的 G 的 特征 标 太一 点 . 我们 有 
ME) 一 0 一 1 0) = 十 外 十 拒 ，0 和 1 太 6 
我 们 已 经 求 出 了 避 的 5 个 不 可 约 复 特 征 标 ,其 中 义 ,% 均 是 3 
次 的 . 由 于 1 十 下 十 1 十 于 十 33 一 21 一 | 人 | 所 以 和 没有 别 的 不 可 
约 复 特征 标 了 . 从 而 恕 有 5 个 共 连 类 ,它们 是 :11 (a,a’:,a'!， 
{as} {|}, ab | Oi6), 现在 可 以 写 出 的 复 
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特征 标 表 如 下 : 


1 EE a b b> 
加 1 1 1 1 1 
Xs 1 1 1 外 的 
Xs 1 1 1 mw to 
入 3 十 上 十 Ee 3 十 Es 二 0 总 
Xs ; 红 十 三 十 虹 & 全 0 0 


习 题 5.8 


1. 写 出 铺 58.1 中 21 阶 群 台 的 两 个 3 次 不 可 约 复 矩阵 表 

2. 利 定理 5. 8 1 计算 二 面体 群 了 :Di 的 复 特 征 标 表 ; 
计算 S,,4, 的 复 特征 标 玫 . 

3. 给 出 定理 5.8. 1 的 xiiy 的 另 一 证 法 . 

(提示 : 去 计算 所 构造 出 的 所 有 9. 的 次 数 的 平方 和 , 若 等 于 
1G|, 则 G 没有 别 的 与 上 述 %.。 不 等 价 的 不 可 约 玫 - 表 示 . 给 定 志 日 
的 不 可 约 下 -表示 的 次 数 的 平方 和 等 于 | 太 ;| ,从 而 名 ,的 次 数 的 平 
方 和 为 [G : G1 一 [LH :HEH 一 | 辣 [. 这 里 [G : GJ 与 
[及 : H,] 相 等 的 理由 可 直接 计算 得 到 或 者 从 定理 5. 8. 1 的 (i) 的 
证 明 中 可 以 看 到 , 因为 |IrrtA) | 二 141, 所 以 |4|== ilrrCa) 
=- Dl- j 人 | ,其 中 | 好 1 袁 示 产 的 妖 - 轨 道 的 长 度 .因此 


所 构造 出 的 所 有 入, 的 次 数 的 平方 和 等 于 了 ] 天 [= | 互 | . 14 


一 |Cl.) 


“$9 单项 表示 ,M- 群 


Clifterd 定理 说 明 : 设 上 是 有 限 群 G 的 所 有 子 群 的 分 裂 域 且 
2]1 


char 开 一 0, 各 C 有 非 平 凡 正 规 子 群 万 , 则 的 不 可 约 特 征 标 世 或 
者 能 够 由 加 的 某 个 真子 群 的 一 个 不 可 约 特 征 标 诱导 出 ,或 者 写 在 
了 上 的 限制 是 五 的 某 个 不 可 约 特征 标的 倍数 . 本 节 进 一 步 计 论 : 
在 什么 条 件 下 ,G 的 不 可 约 特征 标 可 以 由 它 的 子 群 的 1 次 特征 标 
诱导 出 ?本章 $1 曾 指出 : 蔡 群 G 的 表示 8 是 避 的 某 个 子 群 的 1 
次 表示 的 诱导 表示 , 则 称 g 是 单项 表示 , 它 提 殿 的 第 阵 表 示 盏 使 
得 每 个 下 (g} 都 是 单项 算 阵 . 

定义 1 设 尺 是 群 G 的 所 有 子 群 的 分 效 域 ,如 果 必 的 乱 一 个 
不 可 约 天 -表示 都 是 单项 表示 , 则 称 各 是 关于 域 下 的 - 群 . 苦 台 
是 关于 复数 域 5 的 M- 群 ; 则 简称 G 为 MM- 群 . 

定理 5.9.1 设 有 限 群 妃 是 关于 域 到 的 邮 - 群 , 则 C 的 任 - 
商 群 =G/N 也 是 关于 域 玉 的 M- 群 . 

证 明 设 避 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 尺 -表示 是 ,9,… :9 ;其 
中 KergDODN GG 二 1 ,2 下) 设 HTsEEO) 是 南 群 GAN 的 天 水 
的 提升 , 则 名 ,&;… ,9 是 GN 的 全 部 不 等 价 的 不 可 约 天 -表示 
( 据 命 题 3. 4. 6). 

先 证 天 是 GAN 的 分 裂 域 ( 即 , 群 的 分 型 域 是 商 群 继承 的 ). 任 
取 丽 的 一 个 扩 域 一, 因为 天 是 C 的 分 恤 域 ,所 以 时 仍 不 可 约 . 显 
然 Kerg 二 Kerg ,于 是 对 于 1 所 i 所 tf, 有 Kerd 防 N ,从 而 可 设 媚 量 
田 GAN 的 本 表示 {有 H) 提 升 得 到 的 ;因此 {里 ) 也 不 可 约 . 因为 
Er(g) 与 Bg) 在 写法 上 一 尼 , 名 (gN) 与 强 {gN) 在 写法 上 一 致 ， 
并 日 名 (gN) 一 Bg) ,所 以 (pgN) = (gp) = (lgN)Y gNE 
G/N. 由 此 得 吕 =={ 吕 ,从 而 攻 不 可 约 员 所 i 全). 因 此 下 是 G/N 
的 分 裂 域 . 

任 取 GAN 的 一 个 子 群 是 /N. 由 于 下 是 态 的 分 裂 域 , 据 上 一 
段 所 证 的 结果 知 ; 过 是 五 AN 的 分 裂 域 . 

对 于 每 一 个 2] 坟 i 让 ,因为 各 是 单项 表示 ,所 以 存在 的 某 
个 子 群 吾 ; 的 1 次 表示 具 使 得 名 二 好 . 设 五 ,在 G 中 的 左 障 集 代表 
系 是 18: 一 1:gs， ,gi1}. 侍 取 gE Kerg: 则 (gg) 一 了 ,其 中 二 是 单 
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位 抑 阵 .由 于 更 他) 一 是 Cg) 因此 得 到 罗 Cgr588D 一 1， 即 和 (8g) 
二 1 也 而 g 世 本 .所 以 HDKerpgDN. 任 取 nEN, 辐 下 理 , 由 于 
二 《nn) 二 了 可 推出 轩 ;(n) 二 1 ,由 此 得 nE Ker 因此 NCKergs. 于 
是 条 设 名 是 HiN 的 表示 名 的 提升 ,上 也 是 1 次 的 . 容易 看 出 ， 
已 ,在 GAN 中 的 左 陪 集 代 表 系 是 {gjN ,giN,… ,giN}. 于 是 对 
于 任意 gNEGAN,( 玫 (gN) 的 癸 ,; 门 元 为 
[pgN -iCgN) (CgN)] = , (prigpsN), 
gr gE HN, 
(griggN) = (grigeN) 一 到 (18 
当 gi ggj;EH; 守 , 有 
多 (gr HESN) = 0. 
男 一 方面 ,名 CgN) 一 帮 (8) 一 WW(g), 因 此 负 (gN) 的 (4%, 门 元 
为 于 (griligan). 所 以 钙 一 (次)", 即 ,是 单项 表示 .因此 G/N 是 
关于 域 下 的 MM- 群 。 上 
定理 5.9.1 说 明 : 对 寸 有 限 群 来 说 ,MM- 群 这 一 性 质 是 商 群 继 
下 面 我 们 来 讨论 哪些 有 限 寿 是 M- 群 ? 先 介绍 群 论 中 的 几 个 概 
念 和 性 质 ,下 面 均 讨论 有 限 群 . 
定义 2 和 群 G 称 为 超 可 解 的 ,如 果 存 在 G 的 一 个 子 群 序列 
{il}=G CoC CO 二 GC, (1) 
其 中 GIG, 并 且 G;-,/G; 是 循环 群 ,DiSn， 
命题 5.9.1 超 可 解 群 的 每 一 个 子 群 和 每 一 个 商 群 都 是 超 可 
解 的 . 
证 明 设 G 是 超 可 解 群 , 则 G 有 子 群 列 C1) ,其 中 G<G, 并 
是 CireG, 是 循环 群 , 0&7. 
任 取 G 的 一 个 子 群 玉 , 令 证 .二 HNG(0sSi<<n). 显然 有 
{= CC-CI,= HH. 
因为 GG, 所 以 瑟 可 HH (0 过 nn). 对 于 每 一 个 1(0s1<n), 令 
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了 CAG， 
hrhG,, 
显然 了 是 群 同 态 , 并 且 
AE 狼 er 太 < 产生 万 并且 HG = GORE Hf Go= H., 
因此 Kerr 一 五 :, 从 而 Hiiy/H 衬 Imf. 由 于 Imf<Git1/Gi; 并 且 
CHZC: 是 循环 群 , 所 以 Hi/H; 是 循环 群 . 从 而 五 是 超 可 解 的 . 
任 取 的 一 个 商 群 局 一 G/N, 令 忆 二 GN/N ,0 之 i 过 nn. 于 是 


有 
1 一品 生生 和 和 避 ,一 殊 ， 
因为 GIG; 所 以 GGG. 对 于 每 一 个 zxCo<Si<n) ,有 
Ch 一 (CANDACGNANI TT (GAHAN GN) 
一 《CTCCRWDDACN 兰 C-ACeia 门 Cn) 
G/N (Gr 门 CNDAC 
因为 CayG, 是 循环 群 ,所 以 Ga7G, 是 循环 群 .从 而 宇 是 超 可 解 
和 群 . | 
定义 3 和 群 品 称 为 桔 堆 的 ,如 果 存 在 已 的 一 个 子 群 列 
{l}=G COC 人 CG,=G, {2) 
其 中 GG 并且 Gy/G/C2Z(G/G,) ,0 <n, 
命题 5.93.2 才 零 群 一 定 十 超 可 解 群 . 
"证 明 设 G 是 害 零 群 . 因为 GyGoCZKGAGD ,所 以 G 是 
abel 群 ,从 而 G1 超 可 解 .于 是 Ci 有 子 群 列 
: {]} = GY CGPC .CGP = 0G, (3) 
其 中 GP <1G, 并且 GYrD7AGP 是 循环 群 ,0 筷 i 之 m. 因为 GCC 
ZKG) ,所 以 GPaG,0 扫 im 因为 CopGICZIGAGD 所 以 Go/G 
是 abel 群 . 设 GepG: 一 (enGy X (pg:G) X… XeG》 其 中 心 后 
GoNG LE 考 不 
GC Gg 人 《有 
(a) 
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任 取 刀 EG 则 有 gz 一 人 gegTlgr EC 《81). 因此 (Gi,g1) = 
GE GG 门 18 一 人 11) 并 且 G< 《Gg1) ,因此 (Gi,g1) 是 
Gi 与 81) 的 半 直 积 , 从 而 《G1,g1) 中 每 一 个 元 素 可 唯一 地 表 成 形 
式 X181' 其 中 XE GL 任意 # 伺 避 ,有 
8 (TS)E = (g XBg)E ‘Eg). 

因为 GyGICZKGAGD ;所 以 CaG0) CgG0) 一 (CgG1) (giG1) ,从 而 
8 1818 一 8iYy1 对 于 某 个 yy EG 于 是 g(xigD)g 二 (8g ! X18) gi 
EGCG:g1). 因此 (Gi ,gD 可 G. 各 由 于 Gey7C 兰 48 所以 (Cl 
81) /GL 是 循环 群 . 类 做 可 证 4G gga)，… Gygl gr-1) 者 是 
妃 的 正规 子 群 ,并 且 4GeggsyAGC SG gr 
grii…ygr_1) 都 是 循环 群 . 把 (537 和 (4? 连 结 起 来 便 得 出 @ 是 超 可 
解 群 . 

类似 地 ,由 于 Gy/GsCZCG/Go) ,所 以 Gs/Gs 是 abel 群 , 从 而 
可 得 到 从 Gs 到 Gs 的 子 群 列 , 再 与 Ga 的 子 群 列 连 结 起 来 可 得 出 
G; 是 超 可 和 解 群 , 依次 进行 下 去 , 便 可 得 出 避 是 超 可 和 解 群 。 

命 冉 5.9.3 志和 群 一 定 是 等 零 群 . 

“证 明 设 群 G 的 阶 是 p', 其 中 pp 是 素数 ,s 汪 0. 若 避 是 abel 
群 , 则 G 显然 是 寡 零 的 . 下 设 G 非 abel. 则 ZCG) 关 11). 令 Go= 
{1 二 ZG). 记 2(G/GD)=GzGL 荐 ZG/GD) CAC , 则 继续 
考虑 Z(G/G2) 一 GayC ,于 是 得 到 C 的 一 个 子 群 列 

{ =G COCGCTCGC" 
由 于 G/G, 仍 为 非 abel 群 ,所 以 ZCG/GND) 关 人 ,从 而 Gs 关 G1. 同 
理 G 关 Gs，…. 由 于 G 是 有 限 群 ,所 以 上 述 子 群 列 必 在 有 限 砂 后 终 
止 于 C, 即 


{1} =GCOCGC"CCG,=0, 
其 中 GyG 一 ZIGAGD ,0 访 i<n., 任意 grEGs; 任 意 gEG, 因 为 
CGI 一 ZIGAG 7) 所 以 (gsGD (CgG1) = 二 (gG1) (gzG1) ;从 而 得 到 : 
8 gg 一 gy1; 其 中 全 GG 于 是 6G 可 GG 同 理 G 本 各,Ge oo 
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-因此 是 党 专 群 . 上 

综 和 所 述 , 有 限 妊 有 下 列 关 系 : 

Pp 群 > 办 零 群 > 超 可 解 群 之 可 解 群 . 

引 理 5.9.1 设 人 GG 是非 abel 群 , 若 避 有 abel 正规 子 群 4, 使 
得 G74 是 超 可 解 群 , 则 G 必 有 abel 正规 子 群 妃 使 得 五 咏 Z0G7. 

证 明 ”可 设 ACZCO), 否 由 有 联 右 =4 肛 可 , 夫 力 G/Z (CG) 空 
CFADACZCO)YA) 并且 由 于 Gy/4 超 可 解 ; 所 以 G/F CCG) 起 可 解 
并 且 CAZZLG) 天 1 于 是 存在 GAZCG) 的 一 个 子 群 刹 

1 一 CABG CG/ZLO CL COLO) 一 个 /BCG) ， 

鼎 中 加 PFCBTCGAZIG) 并 有 上 且 (G /FCONWAGOWZ(CO)) 是 循环 
群 , 07<im. 于 是 有 G6; 并 二 G17/Z 7) 司 循 坏 群 .因为 G7 
ZO 宇 (OZCOODACZ(GD/Z OD, 所 以 上 7PIG 也 旦 循环 群 ， 
从 而 为 abel 群 .因为 魏 ABC 天 个) 所 以 避 天 BCG). 取 吾 一 人 
即 可 . 1] 

定理 5.9.2 设 天 是 有 限 峰 0G 的 所 有 了 群 的 分 异域 并 民 
char 开 一 0, 如 果 避 有 abel 正规 子 蔷 4 使 得 G4 为 超 可 解 群 , 则 C 
三 关 于 玉 的 邮 - 群 . 

证 明 车 避 是 abel 群 , 则 显然 G 是 针 - 群 .下 而 设 避 荐 非 abel 
群 . 对 |G| 用 归 然 法 .和 任 节 的 一 个 不 可 约 尺 -表示 负 

情形 1 若 多 个 是 忠实 的 , 令 避 ={7/Keryp; 则 |G 之 |G1|. 由 于 
分 异域 是 商 群 继 于 的 ,因此 下 是 忆 的 所 有 于 群 的 分 裂 域 . 因为 
A+ Kergeitr, PHA Kerp/Kerp< OG/Kerg 为 A* Kerg/Kery 
AA4 门 Kergp; 所 以 4A- Kerg/Kerg 是 abel 群 . 因为 

(Cr Rerg)/ CA Kerg/ Kerg) 
GG/A+: Kerpe (GA CA Kerey dy， 
所 以 从 G/A 起 可 解 可 推出 (GC/Kerg)/CA，Kerg/Kerg) 也 超 可 解 . 
于 是 满足 定理 5.9.2 所 列 的 条 件 , 从 击 由 归纳 假设 知 ,G 的 不 可 
约 表 未 它 提升 后 好 为 四 是 如 的 某 个 子 群 全 一 G1/Kerg 的 1 深 
表示 史 的 话 导 表示 .的 提升 记 作 汪 , 它 是 GG 的 1 次 表示 .类 似 于 
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定理 5,9.1 证 明 中 末 段 的 论述 ,从 3 一 F 可 以 推出 p= 六. 

情形 2 设 p 是 忠实 的 . 因为 G 有 abel 正规 了 群 A 使 得 G/A 
超 可 解 , 所 以 GG 有 abel 正规 子 群 玉 CZCG). 设 XX 是 8 提供 的 特征 
标 , 设 yy 昨 X| 吾 的 不 可 约 成 分 . 据 Blichfeldt 定理 知 ,X 可 以 由 心 
的 真子 群 Gu 的 某 个 不 可 芍 特 征 标 "诱导 出 , 即 X= 二, 显然 G, 门 4 
是 G, 的 abel 正规 子 群 , 且 有 Ge 站 aa) 兰 (4G)74. 因为 
(4Go74 是 G/4 的 子 群 ,所 以 44 超 可 解 , 从 而 GCG, 站 和 A) 
超 可 和 解 .于 是 G, 满足 定理 5. 9.2 的 条 件 . 又 因 为 | | 之 |G1, 据 归 
纳 假 设 得 ,G, 欧 不 可 约 特 征 标 vv 可 以 由 G; 的 某 个 子 群 世 的 1 次 
特征 标 1 诱导 上 出 , 即 "一 惰 . 从 而 得 到 

X= = OA) = 

综 上 所 述 得 出 ,G 是 关于 下 的 MM- 群 ， | 

推论 5.9.1 超 可 解 群 是 关于 玉 的 M- 群 ;其 中 下 是 这 个 群 
的 所 有 子 群 的 分 裂 域 并 且 charK 一 0. 

证 组 ”在 定理 5.9.2 中 取 4 一 人 即 得 结论 1 

推论 5.9.2 设 天 是 有 限 群 6G 的 所 有 子 群 的 分 裂 域 ,并 用 
charK 一 0, 若 G 是 p- 群 或 短 零 群 , 则 G 是 关于 天 的 M- 群 下 

推论 5.9.3 设 友 是 有 限 群 G 的 所 有 子 群 的 分 裂 域 ,并 且 
char 尺 二 0. 若 侣 是 亚 abel 群 ( 即 G 是 非 abel 群 ,但 GG 有 一 个 abel 
正规 子 群 4 使 得 Gy/4 为 abel 群 ), 则 GG 是 关于 天 的 - 群 .。 1 

推论 5.9.4 设 下 是 有 限 群 G 的 所 有 子 群 的 分 裂 域 ,并 且 
charK =0. 车 |G|=pipe… ps; 其 中 户 ;pzs""* ;yp; 是 互 不 相同 的 率 
数 , 蜀 G 是 关于 下 的 2M- 群 . 

证 明 池 时 GG 的 每 个 Sylow 户 - 子 群 都 是 循环 群 , 从 而 G 是 
亚 abel 群 . | 

定 兴 4 若 群 6 不 是 超 可 解 群 , 但 是 它 的 每 一 个 真子 群 ( 真 商 
群 ) 是 超 可 解 群 , 则 称 C 妇 为 内 (外 ) 超 可 解 群 . 若 G 不 是 超 可 解 群 ， 
但 它 的 每 一 个 真子 群 和 每 一 个 真 商 群 是 超 可 解 群 , 则 称 C 是 根 小 
非 超 可 解 群 . 
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作者 证 明了 ; 极 小 非 超 可 解 群 是 关于 域外 的 池 - 群 ,可 解 外 
超 可 解 群 是 关于 域 玉 的 MM- 群 ,其 中 下 是 代数 闭 域 (或 G 的 所有 
子 君 移 分 烈 域 ) 并 且 charKK==0.《( 坊 [17]} 

作者 还 把 定理 5. 9.2 推广 成 ， 

定理 5.9.3 若 有 限 群 全 是 abel 正规 子 群 4 与 极 小 非 超 可 
解 群 互 的 半 直 积 , 出 和 是 关于 域 天 的 M- 群 ,其 中 天 是 代数 封闭 
域 ( 或 G 的 所 有 子 群 的 分 裂 域 ? 并 有 charK=0. 

证 明 见 [17]. 才 

以 上 我 们 讨论 前 都 是 一 个 群 是 M- 群 的 充分 条 件 , 下 面 的 定理 
给 出 了 JM- 群 的 必要 条 件 ， 

定理 5.9. 4(Tfaketa) 设 G 是 有 限 群 ,域外 的 特征 不 能 整除 
| 叱 | ,如果 局 是 关于 域 下 的 导 - 群 , 则 GG 是 可 解 群 . 

“证 明 ”考虑 避 的 子 群 殉 

GOGODGD DGPD 

假如 局 不 可 解 , 则 存在 正 整 数 m 使 得 G™ 一 G™+? 半 {1). 设 竣 ， 


多 ,…: 多 是 G 的 全 部 不 等 价 的 不 可 约 -表示 , 则 [Kerg 一 {1), 
凡 为 Go 关税 刘 所 以 必 有 Kerg 使 得 Go CKergy. 选取 名 使 得 
GKergy 并 且 的 次 数 为 最 小 . 因为 G' 必 含 于 GG 的 每 一 个 1 
次 表示 的 核 里 ,所 以 上 述 选 取 的 多 其 次 数 必 大 于 1. 因为 上 时 Ad- 
群 ,所 以 名 是 己 的 某 个 对 群 吾 的 1 次 表示 的 诱导 表示 ,并 且 五 
天 C. 设 18 一 1,82 8 是 五 在 扣 中 的 左 陪 集 代表 系 . 把 集合 
{gi 一 1,2. 呈 yf} 记 作 GH. 据 习 题 5.1 的 第 3 题 ,G 在 G/FH 
上 的 左 平移 作用 引起 的 G 的 镍 换 表 示 居 及 的 主 表亲 1r 的 诱导 志 
了 东 . 从 而 (m0" 可 约 . 任 取 (1a)” 的 不 可 约 成 分 ,有 
deg® < deg(ln)" = [GCG: H]= degy’ = degg. 
由 9 的 选取 得 ,G™ CKerg. 从 而 得 Gm" CKertla)". 任 意 yE 


CG", 有 (1n)5(y) 是 单位 矩阵 ,从 而 la(y) 二 1 出 此 得 出 ye 如, 因 
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此 右 CHH. 太 而 GG 一 GD 一 Cm) CH, 因为 上 是 吾 的 1 次 
表示 ,所 以 HH'CKeryg. 于 是 GCKeryg. 因为 YG 所 以 对 于 
任意 ?ECG 有 更 (一 (出 (8 398 一 ,其 中 工 是 单位 矩阵 . 由 
此 看 出 yE Kery 二 Kergy ;从 而 上 GCKerg. 这 与 $9 的 选择 子 盾 . 
注意 “可 解 群 不 一 定 是 M- 群 ,例子 可 参看 本 节 习 题 第 1 题 . 


习 是 5.9 


1. 设 G 为 习题 5.4 第 1 是 中 的 群 G, 证 明 :; G 是 可 解 群 ,但 是 
不 是 M- 群 . 

《提示 : 习题 5.4 第 1 题 已 求 出 C 的 复 特 征 标 表 , 从 特征 标 表 
求 出 己 的 所 有 正规 子 群 ,从 而 可 找 出 G 的 一 个 正规 子 群 列 : 并 且 
也 可 看 出 G 没有 指数 为 2 的 子 群 ,因此 C 的 2 次 不 可 约 表 示 不 是 
单项 表示 . ) 

2. 若 G 和 Gs 都 是 M- 群 ,证 明 : GXG 也 是 M- 群 . 


§ 10 ”Brauer 关于 诱导 特征 标的 定理 


.上 一 节 指 出 :对 于 M- 群 口 , 它 的 每 一 个 不 可 约 特 征 标 可 由 它 
的 子 群 的 1 次 特征 标 诱导 出 ,从 而 5G 的 每 一 个 特征 标 可 以 表示 成 
一 些 子 群 的 1 次 特征 标的 诱导 特征 标的 非 负 整 系数 线性 组 合 . 这 
样 对 于 这 种 类 型 的 群 可 将 任意 特征 标的 问题 简化 为 子 群 的 1 次 特 
征 标的 问题 ,这 在 应 用 中 起 了 很 重要 的 作用 . 但 是 我 们 又 知道 ,并 
非 每 一 个 有 限 群 都 是 M- 群 . 因此 本 节 来 研究 对 于 任 一 有 痕 群 C， 
它 的 任 一 特征 标 能 否 表 示 成 它 的 某 些 子 群 的 1 次 特征 标 航 请 导 特 
征 标的 整 系数 线性 组 合 , 这 些 子 群 是 什么 样 的 子 群 ? Brauer 给 出 
了 这 一 问题 的 画 满 解答 ,本 节 将 介绍 这 些 结 果 , 我 们 将 采用 
Goldschmidt 的 证 表 . 首先 介绍 一 些 查 念 . 

定 尺 1 设 瑟 是 有 限 群 G 的 子 群 ,如 果 石 是 某 个 p- 子 群 P 
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与 某 个 阶 与 立 互 素 的 循环 子 群 避 的 直 积 .其 中 庆 必 素数 , 则 称 妃 
是 了 的 声 等 子 群 . 

显然 ,者 吾 是 如 的 户 子 群 , 则 五 是 如 的 初等 子 群 : 若 开 是 寡 
的 循环 子 群 人 cy, 由 于 (ao 一 tayXxtasy 其 中 人 ee 的 阶 为 某 个 素数 
记 的 方 守 ,es 的 阶 与 疡 互 素 , 因 此 所 是 G 的 初等 子 群 .由 此 看 
出 , 企 -有限 群 G 闪 有 初等 子 群 (区 如 G 的 Sylow 广 子 群 就 是 初 
等 子 群 ). 

定义 2 设 开 是 有 限 群 G 的 子 群 ,如 果 玉 是 某 个 pp- 于 群 耻 
与 某 个 阶 与 户 互 素 的 正规 (在 五 中 正规 ) 循 环 子 群 C 的 半 直 积 ， 
其 中 p 是 素数 , 则 称 五 是 的 淮 初等 子 群 . 

显然 ,0 的 人 尾 一 初等 子 群 胰 准 初等 的 .容易 看 出 , 准 初 等 子 群 
的 任 :和 子 群 仍 是 准 初等 的 . 初等 子 群 的 于 群 仍 是 初等 于 群 . 

个 的 所 有 淮 初 等 子 群 组 成 的 集合 记 作 号 . 容易 看 出 , 芷 五 , 世 
Ee- LILNsTege IERY gEG. 

设 域 玉 的 特征 不 能 整除 有 限 枚 避 的 阶 , 考 虚 恕 的 广义 特征 
标 于 char 的 加 法 子 群 : 

BG BY = UVTI € wy, 
其 元 素 是 忆 的 - - 些 准 初等 子 群 的 主 特征 标的 诱导 特征 标的 整 条 
数 线性 组 合 . 

命题 5.10.1 ,; 旁 (G; 多 ) 是 charCG) 的 子 环 . 

证 明 设 吾 ,艺名 , 设 1z1yza9" 玉 |} 厦 ( 工 , 肆 ) 在 刀 中 汐 深 内 
集 代表 系 . 对 于 每 一 个 51si<t) ,任意 yExiHri'!, 有 1 (9y) 一 
lp Cx yz) 二 1. 因此 1 是 二 五 rr 的 主 特 征 标 , 邻 工 ; 二 工作 
Ts 于 基 上 | 六 | 工 一 lr.. 因 为 

CF (Lp = bee On LF = LL 


= [Zar] = DBL.) 
f 一 1 =1 


= DE BG;Z), 
1 一 1 
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有 以 .要 a) 是 charcec) 的 子 环 ， | 
环 滋 (G; 包 ) 称 为 马 关 于 包 的 Burnside 环 . . 
引 理 5. 10.1 设 呈 是 有 限 集 合 G 的 一 些 整 值 泊 数 ( 即 G 到 ZZ 
的 映射 ) 组 成 的 环 . 如 果 对 于 每 一 个 素数 p 和 每 -- 个 gEG, 太 在 
一 个 函数 /,,ER 使 得 六 ,0g) 天 0tmodp), 那 末 1 EER, 其 中 1 
是 在 忆 的 每 个 元 素 上 了 厂 值 为 1 的 函数 ， 
证 明 任 绿 gEG, 瞧 虑 集合 7 :二 17(g)1fER}. 好 然 厂 对 
减法 封闭 ;对 于 任意 (a) EL; 任 意 mwE2, 有 8 mw 半 0, 有 
mie) = fi Np} EL,, 
《一 mm) = mf gy] = Lo mf) ee) 和 了， 
所 以 工 是 整数 环 2Z 的 理想 .从 而 存在 菜 个 正 整 数 x 使 得 了 一 (x). 
假如 nn 才 1; 设 w= 二 ppg…p* 其 中 记 pss 户 ; 旺 互 不 相同 的 类 
数 ,a 盖 50 过: 二 9 由 已 知 条 件 , 对 于 pp, 存在 函数 /5.6 后 R 使 得 
fn 8) 导 0Cmodp0). 由 于 fn (8) 所 以 nlfsm 《8). 从 而 有 
PP |entg8); 玫 居所 以 一 1, 寻 工 一 2. 因 此 居中 有 -个 前 数 万 
使 得 ftg) 二 1. 从 而 
[TELGe 一 六 jy <= 0 Yreo, 


所 以 | (6 一 万 ) = 0, 措 左 边 展开 , 移 项 即 得 1.ER， | 


让 尼 妆 

命题 5. 10.2 设 吕 是 有 限 群 ,多 的 意义 同上 , 域 及 的 特征 为 
改 , 风 1 BG; 3) 

证 明 只 要 证 族 (G; 轧 ) 满 足 引 理 5. 10. 1 的 条 件 . 任 给 索 数 
记 ; 任 给 gEG, 设 的 阶 为 pm 其 中 (mp) 一 1,10. 令 C= 
(7 , 则 |C| 一 mw. 令 NN 一 Ne(C), 于 是 CAIN. 显然 gEN. 设 P 足 
NN 的 Sylow pp- 子 群 且 使 得 g”"EP. 设 态 =PCO ,显然 CH,PNC 
二 {1) :所 以 开 是 了 与 的 卡 直 积 ,从 而 而 & 党 

现在 来 证 (lg 天 00modp) 设 1z 一 1:rvt 是 已 在 
G 中 的 左 陪 集 代 表 系 , 则 
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(ls)°(g) 一 Pin gx) 一 | 人 rm E H}. 


任意 xEG, 若 x 'gxEH, 则 x gr*r€EH, 从 而 ICrC 五 ,因为 
五 一 PC 而 xzICr 的 阶 与 六 百 束 ,所 以 ICrCC. 从 而 xz ICz 一 
,这 说 明 zE NetC 一 有 .又 由 18zE 互 ,可 推出 gzEz 五 ,从而 
gCXH)==(gz) 日 一 XH. 反 之 ;着 g(xH) 一 XH, 则 gx€ zx 日 ; 从 而 
工 187E 百 ,所 以 -gzE 好 当 且 仅 当 EN 并 且 g(rH)=xH. 
因为 瑟 =PC<N, 由 二 x 有 UUzH 可 得 到 

N=NNMNG=[GH)NNIU .ULB NJ. 
车 有 yEzxBNN, 则 y==zih 对 于 某 个 有 EH. 内 而 工 一 yh EN. 
于 是 日 CN. 因此 zBHNMNN=xH 当 xBN 门 N 关 疗 时 . 这 说 明 
THNN 或 者 是 空 集 , 或 者 等 于 zx 五 .于 是 可 设 

N=HUzrHU… UxrH, ri. 

由 上 述 得 ， (lc50g) 等 于 瑟 在 六 里 的 被 g 固定 的 左 陪 集 的 数目 . 

任意 cEC, 对 于 每 个 i(1<i 所 7), 有 

crH) = Cx}H = r(x cr}H = rH. 

考虑 45) 在 商 集 N/ 吾 上 的 作用 (注意 gEN). 于 是 得 到 45， 
到 集合 N/H 的 全 变换 群 ( 宕 8 的 -一 个 同 态 只 因为 ge EC, 所 以 
9Lg*) 是 集合 N/ 玖 的 恒 等 映射 .从 而 Kg 的 阶 能 整除 p'. 设 glg) 
的 阶 为 产 , 其 中 委 ! 由 于 plg) 的 阶 是 ED) 的 轮换 分 解 式 中 各 个 
轮换 的 长 度 的 最 小 各 倍数 ,所 以 plg) 的 每 一 个 非 1- 逻 摸 的 长 等 于 
二 的 正 整 数 次 短 . 另 一 方面 ,因为 互 包 含 入 的 Sylow 产子 群 P， 
而 r= 二 [LN : 瑟 ], 所 以 r> 与 如 互 素 .由 于 内 8) 的 轮换 分 解 式 中 所 有 
轮换 (包括 1- 轮 换 ) 的 长 度 之 和 等 于 r, 因 此 zp 不 能 整除 plg) 的 不 
动 点 数目 , 即 pp 不 能 整除 被 g 固定 的 二 在 六 中 的 左 障 集 的 数目 ， 
而 这 个 数目 等 于 (a) (tg). 所 以 (lp)* Cg) 半 0(tmodp). 由 引 理 5. 
10. ] 即 得 lcE BG;22). 1. 

定理 5. 10. 1(Brauer) 设 域 灭 的 特征 为 ,并 且 天 是 有 限 群 
G 的 所 有 子 群 的 分 裂 域 . 设 上 是 G 的 类 应 数 , 则 下 询 命 籁 等 价 : 
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(i) 志 是 5G 的 初等 子 群 的 1 次 特征 标的 诱导 特征 标的 整 系数 
线性 组 合 ; 
”Gi 是 GG 的 广 闵 特征 标 ; 
(iii) 对 于 C 的 每 一 个 初等 子 群 五, 都 有 &| 互 是 五 的 广义 特 
征 标 . 
证 明 设 台 是 GG 的 所 有 初等 子 群 组 成 的 集合 . 设 
人 二 {6G 的 初等 子 群 的 1 次 特征 标的 诱导 特征 标 
的 整 系数 线性 组 合 }. 
显然 , 是 charkGJ 的 加 法 子 群 . 设 
= {EcfAGI EH E char(HY,H € &). 
易 看 出 当 是 cfx (GG) 的 子 环 , 显然 有 
.5 人 charfC) 二 静 . 
因此 为 了 证 定理 5. 10. ] ,就 只 要 证 到 一 绝 . 
首先 证 多 是 环 鹃 的 理想 . 任 取 696 上 移 , 设 上 一 


mi 其 中 是 G 的 初等 子 群 的 1 次 特征 标 ,1<escx. 则 


好 一 2 mF) 一 mh Hi)]®. 
因为 ?HEchartH) ;所 以 入 (31Hi) Echar(H,). 于 是 存在 整数 


2 使 得 二 《好 | 五 站 一 ps 其 中 A LrH,). 六 此 


如 i 


én 一 pl ap] 一 2 dt. C1) 
因为 互 , 是 初等 子 群 ,所 以 瑟 ,:=P,Xxc,, 其 中 PP; 是 p- 群 ,C; 是 其 阶 
与 羡 互 素 的 循环 群 .于 是 五,/C: 伍 已 . 由 于 广 群 是 超 可 解 群 , 据 定 
理 5.9.2 得 ,HH 的 每 一 个 不 可 约 特征 标 gi 是 如 | 的 某 个 子 群 的 | 
次 特征 标的 诱导 特征 标 . 容易 看 出 ,初等 子 群 的 子 群 仍 是 初等 子 
群 . 据 诱 导 特 征 标的 传递 性 得 ,中 是 互 , 的 初等 子 群 的 1 次 特征 标 
的 诱导 特征 标 , 于 是 由 届 ) 式 得 到 多 EF ,所 以 多 7 是 环 缀 的 理 
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其 次 证 1:E 了, 据 命 题 5.10.2,1c6 声 0C432). 由 于 名 (GG; 
多 ) 里 的 元 囊 是 6G 的 一 些 准 初等 子 群 的 主 特征 标的 诱导 特征 标的 
整 系数 线性 组 合 ,于 是 如 果 我 们 能 证 明 每 一 个 准 初等 子 群 工 的 主 
特征 标 1 是 工 的 初等 子 群 的 1 次 特征 标的 诱导 特征 标的 整 系 数 
线性 组 合 ,由 请 导 的 传递 性 ,就 可 得 出 C10 E. 信 ,， 从 而 得 1c€E 
设 工 =PC, 其 中 忆 是 p- 群 ,C 是 其 阶 与 p 互 素 的 正规 循环 子 群 ， 
设 入 二 NECP), 因 为 PCNAAP) 一 NN, 所 以 N 一 PX (NNCO). 于 是 
六 是 工 的 初等 子 群 ,由 初等 子 群 的 定义 知 ,w 也 是 G 的 初等 子 群 . 
如 果 工 = 六 , 则 工本 身 是 初等 子 群 ,从 而 (1 区 . 若 玉 天 工 , 虎 
1 是 工 的 全 部 不 层 的 不 可 约 特征 标 , 则 


《ln 一 allr 十 Da ， 


其 中 a; 是 非 负 整数 (1 所: 委 s). 我 们 有 
好 1 一 ‘lw, ly 一 ly el) | Ny 一 《wy ly?n 一 1. 
把 a;=0 的 项 去 掉 , 不 妨 设 
(a = Pam a 0(2 iC). (2) 
i 


假如 对 于 某 个 i(2 坟 1 让 01) 二 1;y 则 5s|N 是 NN 的 1 次 特征 标 . 


Nl}y = i, CY YL = a > 0, 

所 以 IN 二 1w. 从 而 NCKery = 二: M, 因为 w 是 1 次 特征 标 , 并 且 
wl14; 所 以 M 是 工 的 真正 规 子 群 .因为 PCNCM, 记 以 P 是 订 
的 Sylow p- 子 群 . 任意 gEL,gPg 也 是 M 的 Sylow p- 子 群 , 因 
此 存在 3? 后 好 使 得 y(gPg ')y-' 一 了 ,从 而 得 yg ENctP) 二 NN ,于 
是 gEM. 从 而 得 到 工 一 M, 政 盾 . 所 以 对 于 每 个 i(2< 才 i 所 ) ,都 有 
vitl} =]. 

因为 区 有 正规 循环 子 群 忆 , 并 且 L/C 宇 P 是 p- 群 ,所 以 工 是 
甘于 下 的 MM- 群 .由 于 v2<isEt) 非 1 次 特征 标 , 因 此 每 个 (2 
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痉 - 电 是 工 的 真子 群 天 的 1 次 特征 标 全 的 诱导 特征 标 . 于 是 (2) 式 
成 为 

l= Ge 一 Paw. 《3) 
因为 工 是 C 的 准 初 等 子 群 , 所 以 瑟 仍 为 准 初等 子 群 ,并 且 | 工 | 二 
i 工 |. 于 是 我 们 可 这 运用 归纳 法 ,假设 对 于 阶 小 于 | 荆 | 的 准 初 等 子 
群 , 它 的 主 特征 标 可 以 表示 成 它 的 初等 子 群 的 1 次 特征 标的 诱导 
特征 标的 整 系数 线性 组 合 , 现在 来 看 1z. 由 归纳 假设 ,上 ; 的 主 特征 
标 ls 一 2 其 中 sj 是 L; 的 初等 子 群 za 的 1 次 特征 标 ,六 是 
整数 . 于 是 

th lr 一 | 2 6 一 2 bel 
二 A | Le). 


因为 (me 是 也; 的] 次 特征 标 , 所 以 w; 可 表 成 工 的 初等 子 群 
的 1 次 特征 标的 诱导 特征 标的 整 系数 线性 组 合 . 于 是 从 (3) 式 看 
”出 : 1 是 工 的 初等 子 群 的 1 次 特征 标的 诱导 特征 标的 整 系数 线性 
组 合 . 由 归纳 法 原理 得 ,对 于 的 任 一 准 初等 子 群 , 其 主 特 征 标 均 . 
可 表 成 它 的 初等 子 群 的 1 次 特征 标的 诱导 特征 标的 整 系数 线性 组 
合 . 从 而 leEG 福 .所 以 字 一 突 

定理 5. 10. 2(Brauer) 设 玉 是 有 限 群 如 的 所 有 子 群 的 分 裂 
域 且 char 天 一 0, 册 如 的 每 一 个 特征 标 是 G 的 初等 子 群 的 1 次 特 
征 标的 诱导 特征 标的 整 系数 线性 组 合 . 1 

定理 5.10-1 和 5. 10. 2 有 许多 重要 应 用 . 本 节 先 介绍 它 的 一 
个 应 用 -在 下 一 节 将 介绍 它 在 分 裂 域 理论 中 的 应 用 . 

定理 5.10.3(Brauer) 设 6 是 有 限 群 ,XY 是 G 的 不 可 约 复 特 
征 标 ,pp 是 素数 , 则 下 列 命 题 等 价 ，; 

(i? X(g) 二 0, 对 于 每 一 个 其 阶 能 被 p 整除 的 元 素 5， 

(Ci) xX(g) 二 0, 对 于 每 一 个 其 阶 能 被 p 的 方 矢 整 除 的 元 素 g; 
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Ciiiy 1 0 (modp). 

证 明 (0) 二 (ii) 显然 

(ii 过),. 设 iG|= 二 pim,;, 其 中 pom. 设 PP 是 GG 的 Sylow pp- 
子 群 . 由 (67 知 , 任 意 gEP, 有 HH 召 和 1, 有 XCtg) 二 0. 央 汶 


(x|P,lir = BT Ex) = Bix (1), 


IG| 忆 IG| 
所 Bl pr |X(1)，, ,从而 xc 与 十 五 素 ， ' 即 yO Cmodp). 


Ci 过 (9. 首先 证 -个 结论 :“ 设 五 =PiXQCG, 其 中 PP, 是 
AP- 玫 或 单位 子 群 ,plQ|, 设 XU 与 少 互 素 , 则 对 所 有 Elrr(Q) 有 
(x1Q) 能 被 | 整除 .” 


没 4 一 6. 任 取 yEQ, 据 命题 3. 5. 3 知 ， 


[GIXty) 
[CeCy) [XC1) 


是 代数 整数 . 因为 PCCety) ,所 以 |Cely) | 二 |Pi|r. 于 是 


[GlX(y)  _ nt) 
[Cetyy XQ) IP,lr 


由 此 得 出 台 和 2 是 代数 整数 . 据 kii) 的 假设 ,一 :9 与 户 互 素 ， 


从 而 mn 与 1Pi| 互 康 . 于 是 存在 整数 a,5 使 得 am 二 #51P| 一 1. 从 而 
得 


KEY) anXty) 
| IP| | 


上 式 表明 和 站 是 代数 整数 现在 选择 整数 d,e 使 得 4|Pi| +elQ| 
一 1. 则 


bxty). 


CXIQ) eiQ| 
[P| 一 好 人 总) 十 [P| XIQ) 


= dW,x|Q) +e BT DIX) 
3 名 
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= dC XIQ) + ed vy !) Ye. 


3 总 :| 

上 式 右 边 是 代数 整数 ,从 而 推出 | 亚 ;| 15 入 ). 

其 次 ,我 们 定义 妃 上 的 一 个 类 函数 如 下 : 
X(g)， 当 g 的 阶 不 能 被 整除 ; 
0, 当 g 的 阶 能 被 p 整除 . 
下 面 米 证 $= 二 =X. 关键- 一步 是 证 $€ charG7. 据 定 理 5. 10.1, 这 只 
要 证 ; 对 于 G 的 每 一 个 初等 子 群 吾 有 |Echar( 玉 ). 设 全 = 
PXC, 其 中 P, 是 ps- 群 ,p; 是 崇 数 ;C 是 其 阶 与 p; 互 素 的 循环 
群 , 如 果 p;==p,; 则 Ps 就 是 p- 群 . 如 果 ps 关 p: 且 大 |C| 能 被 pp 整 
除 , 则 C=CixCss: 其 中 B11C1ipt1Cz| ;于 是 一 XX (Ce XxX 了 Pa); 
蔡 站 |C|; 则 吾 ==]1x 瑟 . 总 之 ,可 设 右 = 了 XQ, 其 中 了 是 p- 样 
或 单位 子 群 ,站 |] 久 1 据 刚 才 证 得 的 结论 知 , 对 于 每 一 个 YE Irr (RQ) 
有 有 ,XQ); 能 被 |P; | 整除 . 又 由 群 的 直 积 的 表示 知 , 吾 的 侍 一 个 不 
可 约 特 征 标 名 满足 wtzry) 二 zx)vty) ,其 中 凡是 P; 的 某 个 不 可 约 
特征 标 ,yElrrCQ) ,xEP;,yERQ. 任意 XE Pi 且 z 了 1; 任意 yEQ， 
有 xy) 二 0. 于 是 


《ou | Hp 二 


(8) 一 


1 3 
[a1 > Tey) = 区 ET 由 LID CDEC3y 7 
sed 


A 1 
由 此 得 出 (my 有 | Hn 是 整数 . 所 以 jj ehar (0) .于 éE€E 
chartO). 设 5 一 lgEGlg 的 阶 不 能 被 整除 } ,因为 1ES, 所 以 


0 < 《ee 一 ED Fa) = 三 忆 Ice 


_ 2 一 == 
< ix) (XX)s = 1. 


由 于 (se 是 正 整 数 , 所 以 上 式 必 为 等 式 , 从 而 得 出 X(g8) 一 0,¥ g 
EG\S. | 
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"$11 人 分裂 域 的 进一步 讨论 


在 第 四 章 33 中 我 们 曾 指出 : 任 一 代数 封闭 域 都 是 有 限 群 G 
的 分 裂 域 ; 还 纵 直 了 城下 是 有 限 群 如 的 分 裂 域 的 充分 必要 条 件 
《 见 定理 4.3.2 和 推论 4.3.5). 本 节 将 给 出 有 限 群 的 分 裂 域 的 
四 个 充分 条 件 ,其 中 之 一 将 利用 上 一 节 的 定理 5. 10. 2. 

设 (p, 太 是 大 G 的 天 -表示 , 设 三 是 玉 的 一 个 子 域 , 如 果 能 选 
择 T 的 一 个 民 - 基 使 得 对 于 : 切 gEC,US8) 在 这 个 基 下 的 矩阵 的 
元 素 都 属于 到 , 则 称 ?能 在 三 里 写 出 . 

不 难看 出 , 设 (87) 是 有 限 群 恕 的 任 一 ?次 天 -表示 , 设 九 是 
玉 的 任 - 子 域 , 则 一 定 存在 天 的 -个 子 域 下 , 它 是 在 互 上 有 限 生 
成 的 ,使 得 Fg 能 在 下 里 写 出 .事实 上 ,由 于 GG 是 有 限 群 ,对 于 VY 的 
一 个 KK- 基 ,gp 提供 的 答 阵 表示 记 作 杰 ; 风 二 (pg) 的 GG 站 元 |gEG,1 . 
< jsaj 是 有 限 和 集合 ,把 它 的 元 素 都 座 加 到 五 上 得 到 的 子 城下 

命题 5.11.1 设 (p,7) 是 群 所 的 m 次 天 -表示 ,下 是 玉 的 季 . 
域 . 则 ?能 在 尺 里 写 出 的 充分 必要 条 件 是 存在 台 的 一 个 王 - 表 承 风 
使 得 wp 关怀 . 

证 明 必要 性 设 ip,V) 能 在 请 里 写 出 , 则 存在 V 的 一 个 KK- 
基 a yas ,a 使 得 $$ 在 这 个 基 下 提供 的 矩阵 表示 吏 满 足 瑟 () 的 
元 素 都 属于 PKY gEO). 取 域 上 的 一 个 维 向量 空 间 避 ,在 U 
中 取 一 个 基站， 六 对 于 区 EC 今 攻 CCBp B= 
《PP 六 Cg) , 则 多 是 所 的 五 表示 .把 习 的 基 域 了 扩张 到 
玉 , 得 到 天 上 的 向 量 空间 7 天 ,其 一 个 基 为 1 的 BC98 9 有 
随 之 得 到 如 的 一 个 天 -表示 人 它 在 天 169P,,169P,, 下 
提供 的 矩阵 表示 W* 与 少 在 攻 记 ,PB,… ,AB 下 提供 的 矩阵 表示 在 
人 入 而 (= YY gEG. 令 glo) =1WB(=1, 

1 则 ec 是 这 到 7 的 同 构 , 并 所 有 
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paola a 一 杀人 CI 全 并 的 记 OP) 
一 (1 (9 Bis1 的 并 区 及》 (CE)》 
一 (1 全 8 的 疡 1 四 bPlg) 
= ofa ya Ba) = TAEDA pa 
因此 (ge 一 op(g) YY gEC- 从 而 六 守 儿 

充分 性 设 g 寺 由 ,其 中 ,1 是 56 的 所 表示 . 则 存在 到 
U* 的 同 构 a 使 得 tg)o 二 oglg}y EEC 在 1 中 取 - -个 基 局 ， 
,8 在 此 基干 提供 的 上 定 阵 于 示 记 作 更 . 易 看 出 gt8) 在 基 
apB Do … 0 :101 的 B,) 下 的 矩阵 与 轨 (g) 在 写法 
上 相同 (Y EEC) ,因此 vg 能 在 下 里 写 出 . 1 

定理 5.11.1 设 下 是 有 限 群 G 的 分 漳 域 ,F 是 天 的 子 域 使 
得 G 的 每 一 个 不 相约 下 -表示 都 能 在 下 里 写 出 , 则 下 是 局 的 分 裂 
域 . 

证 明 假如 下 不 是 GG 的 分 裂 域 , 则 存在 扎 的 一 个 不 可 约 F- 
表示 (9 下) 不是 绝对 不 可 的 . 假如 Cp* ,VY*) 可 约 , 则 V* 有 一 个 非 
平凡 的 避 不 变 子 空间 你 ,使 得 gr 的 子 表示 8 一 8 “| 这 是 不 可 约 
的 .由 已 知 条 件 知 :$? 在 磺 的 适当 :个 基 mo ,er 下 能 在 尺 里 
写 出 . 令 久 是;ao,…sa 在 FF 上 生成 的 V 的 子 空间 , 令 

pg) Ca as = Ca) ), 
其 中 汪 是 98 在 基 m,as,-…;% 下 的 矩阵 表示 ,; 则 是 GG 的 下 -表示 ， 
W 基 V 的 非 平 几 G 不 变 子 空 间 , 这 与 427) 不 可 约 了 矛盾 . 因此 
cqf ,WV*) 不 可 约 . 

因 为 97) 不 是 绝对 不 可 约 的 ,所 以 存在 尺 的 一 个 扩 域 工 使 
得 《fF ,FY 可 的. 显然 工 是 下 的 一 个 代数 封闭 的 代数 扩 域 如 的 于 


域 ( 因 为 假如 把 下 扩张 到 避 , 仍 有 有 如 不 可 约 ,那么 让 于 如 是 如 的 


分 橡 域 ,进一步 扩张 介 到 名 ,有 (cy? 仍 不 可 的 . 易 验 证 (9?) 一 
F877, 这 与 8 不 是 绝对 不 可 约 耶 盾 ). 设 避 是 KK 的 代数 封闭 的 代数 扩 
域 ( 由 于 任 : :代数 次 闭 域 都 是 G 的 分 列 域 ,所 以 我 们 可 以 假定 天 
是 某 个 代数 封闭 域 的 子 域 ), 由 于 一 是 天 的 子 域 ,所 以 他 也 是 下 
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的 代数 封闭 的 代数 扩 域 ,从 而 他 与 如 是 FF- 同 构 的 . 因此 疗 有 -个 
子 域 韦 与 上 是 下- 同 构 的 . 由 于 人 ,VW 外 可 约 , 所 以 (yr ,V5) 人 可 的 ， 
从 而 (CCH? CV?) 可 的 . 由 于 

(VOT eH BV = WL BV 
~ (ff BDL) BV A eV EV , 

并 日 (gE? = , 园 此 Cy V7) 可 约 . 又 由 于 (22 一 入 ,CS 全 
V9 ,所 以 (Cg? ,CV*)?) 可 约 . 但 是 前 面 已 模 出 (8p*,V) 是 GG 的 
不 可 约 下 -表示 ,这 与 下 是 GG 的 分 列 域 也 证 . 所以 下 是 避 的 分 提 
域 . | 

定理 5.11.2 设 G 是 有 限 群 , 域 F 的 特征 不 能 整除 1G|, 则 
存在 请 的 有 限 扩 域 外 使 得 天 是 避 的 分 裂 域 . 

证 明 设 F 是 F 的 代数 闭 域 , 风 正 是 局 的 分 裂 域 . 于 是 公有， 
个 不 等 价 的 不 可 约 五 -表示 : 9,9,… ,名 ;其 中 5 等 于 局 的 于 示 类 的 
数目 . 把 g 提供 的 绰 阵 表示 记 作 B11 所 ?所 s. 对 - 切 gEG, 把 B.Cg) 
的 所 有 元 素 民 所 5) 梁 加 到 下 上 得 到 的 下 的 子 域 记 作 下 , 显然 玉 
是 的 有 限 扩 域 . 任 取 的 一 个 不 可 约 下 -表示 , 设 它 与 某 个 % 等 
价 ,不 难看 出 , 它 在 适当 一 个 基 下 提供 的 惩 阵 表示 为 $B;,; 从 而 它 可 
在 下 里 写 出 . 据 定 理 5. 11. 1 立即 得 到 ; KK 是 G 的 分 裂 域 . | 

设 X 是 群 怠 的 天 -特征 标 , 严 是 天 的 子 域 .如 果 Y gEG, 有 
Xtg) EF, 则 称 X 能 在 FF 里 写 出 . 此 时 X% 可 看 成 是 G 在 F 上 的 装 
画 数 . | 

定理 5.11.3 设 避 是 有 限 群 ,KK 是 避 的 分 裂 域 并 日 天 的 特 
征 为 零 , 设 亚 是 天 的 一 个 子 域 . 如果 G 的 每 一 个 不 可 约 KK- 特 征 标 
都 能 在 玉里 写 出 并 且 它 可 着 成 是 G 的 F- 特 征 标 , 则 下 是 侣 的 分 
裂 域 . 

证 明 任 取 GG 的 一 个 不 可 约 天 -表示 9, 它 提供 的 特征 标记 作 
x. 由 已 知 条 件 得 ,x 能 在 下 里 写 出 并 且 X 可 看 成 是 的 下 -特征 
标 ; 设 XY 是 避 的 F- 表 示 冰 提供 的 . 由 于 六 与 在 相应 基 下 提供 的 
和 矩阵 表示 在 写法 上 相同 ,因此 类 提供 的 特征 标 就 是 x. 由 于 
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charK ==0, 因 此 及 gm 从 而 能 在 里 写 出 . 从 定理 5.11.,1 得 : 
下 是 GG 的 分 裂 域 . 上 

上 -- 节 介绍 的 Brauer 关于 特征 标的 特征 的 定理 (部 , 和 定理 
5. 10. 2) 可 以 用 来 证 明 下 面 的 关于 分 裂 域 的 一 个 定理 ， 

定理 5.11.4 设 m 是 有 限 群 G 的 指数 ,如 果 域 让 的 特征 为 
过 并 且 它 包含 本 原 六 次 单位 根 : 则 下 是 吧 的 分 到 域 . 

证 明 设 F 是 F 的 代数 闭 域 , 则 天 的 特征 为 鹤 并 且 它 是 GG 的 
所 有 子 群 的 分 楼 域 . 任 取 6G 的 一 个 不 可 约 玉 特 征 标 XY; 据 命题 
3.1.12 得 : XC(g) 是 mm 次 单位 根 的 和 ,Y gEG. 因此 XxX 能 在 F 里 写 
出 .下面 来 证 明 x 可 看 成 是 G 的 下 -特征 标 . 据 定 理 5. 10.2,X 是 G 
的 初等 子 群 的 1 次 无 -特征 标的 诱导 特征 标的 整 系数 线性 组 人 台 , 邵 ， 


X 一 Da , 其 中 心 是 G 的 某 个 初等 子 群 五 , 的 1 次 -特征 标 ,a 


1? 仍 据 命 题 3. 1. 12 可 得 : mg) 是 天 次 单位 根 ,VY hE 
Hi, 由 于 1 次 特征 标 可 与 1 次 表示 等 同 ,因此 从 内 全) ERPCY hE 
五 可 以 推出 : 上 是 互 , 的 1 次 天 表示 , 亦 即 1 次 下 -特征 标 . 从 而 
所 是 马 的 已 特征 标 . 设 入 , 因 ,, 交 是 C 的 所 有 不 同 的 不 可 约 五 - 
特征 标 ; 则 3 是 XX 的 非 贷 整 系数 线性 组 合 , 1 所 i 三. 从 
而 可 写 


+= Pb BEZELIES). (1) 

因为 玉 是 G 的 分 异域 并 且 其 特征 为 零 ， 所 以 X,Y)=1. 由 于 〈X， 

z)》 一 ra 并 且 XCg)EF,Y gEG, 因 此 我 们 可 以 
把 食 ,X) 看 成 是 Fe 上 的 对 称 双 线性 函数 值 . 从 而 由 (1) 式 得 

1 = (XX) = (Bei, Do) = 2 6b XK). (2) 


据 习 题 3.2 的 第 2 题 得 : 《> 一 人 ri 其 中 研一 出 mr 万 ,， 门 ; 的 意 
祥 如 第 三 章 $ 2 开头 所 述 ,1 生 Js- 因此 (2) 式 成 为 


1 一 2 5a 《3) 
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由 此 得 出 : 存在 某 个 上 使 得 员 =1 并 且 二 1, 而 当 jt 时 ,有 名 
0. 因此 多 二 多 . 这 证 明了 多 可 看 成 是 G 的 下 -特征 标 . 据 是 理 
5.11.3 得 到 : 是 的 分 裂 域 . 中 

设 复 数 & 是 本 原 次 单位 根 , 有 理 数 域 旭 添加 得 到 的 复数 
域 万 的 子 域 和 你 为 8 上 的 有 次 分 圆 域 ,i 记 作 Qt&). 

推论 5.11.1 设 有 限 群 G 的 指数 为 s; 则 @ 上 的 mm 次 分 辆 
域 是 GG 的 分 裂 域 . 

证 明 由 定理 5.11.4 立即 得 到 . 

定理 5. 11.4 中 的 条 件 * 域 的 特征 为 零 ” 换 成 “ 域 F 的 特征 
为 素数 p" 结 论 仍 然 成 立 , 为 此 先 证 明 下 面 一 个 定理 . 

定理 $5.11.5 设 避 是 有 限 群 , 域 玉 的 特征 为 素数 疡 并 且 p+ 
I 设 tpY) 是 台 的 绝对 木 可 移 天 -表示 ,和 它 提 供 的 特征 标记 作 
尖 设 下 是 天 的 子 域 使 得 x 能 在 F 里 写 出 . 则 在 在 & 的 一 个 绝对 
不 可 约 FF- 表 示 旬 使 得 六 . 

证 明 情形 1 设 玉 是 有 限 域 .下 = 下 是 平凡 的 情形 . 下面 设 
玉生 KK 如 果 五 不 是 六 的 极 大 真子 域 , 则 存在 天 的 子 域 下 使 得 下 
备 外 衬 开 .于 是 可 取石 为 下 的 极 大 真 阅 域 . 如 果 玉 不 是 Fi 的 极 
大 真子 域 , 则 存在 ,的 极 大 真子 域 ,使 得 下 生生 所- 由 于 天 
是 有 限 域 ,所 以 只 有 有 限 多 个 Fi; 使 得 下 兵 所 条-1 生 垂下 和 代 ， 
并 且 百 是 书 的 极 大 嘉 子 威 , 是 下 ;的 极 大 真子 域 人 =2,3,…， 
s) ,FF 是 下 的 极 大 真 于 域 . 如 果 能 证 明 存 在 G 的 一 个 绝对 不 可 的 
五 -表示 入 第 得 2 gt，, 则 [a 提供 的 特征 标 也 ,是 ;从 Ppl 提供 
的 特征 标 与 X 在 写法 上 相同 ,因此 它 能 在 丘 : 里 写 出 .于 是 . 同 理 品 
得 :存在 加 的 一 个 绝对 不 可 约 -表示 由 使 得 出 疙 后. 从 而 六 
Cg 二 并; 因 比 8 宅 六 . 由 此 着 出 我 们 只 要 对 下 蚌 下 的 极 大 自 
子 域 的 情形 来 证 明 , 便 可 得 出 定理 5.11.5 对 于 下 是 有 限 域 时 成 
立 .下 面 设 政 是 天 的 极 大 真子 域 . 

因为 VV 是 绝 对 不 可 约 正 玉 [G]- 模 , 据 定理 4. 3. 1 得 

HomxelV ,WY KK, C4) 
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令 4 一 | DogCe) 5.EF,Y REG}. 易 看 出 4 是 域 玉 上 的 有 限 维 
代数 ,共用 4 的 元 素 是 域 居 上 向 量 空间 下 的 线性 变换 . 若 a E 
ZCAD), 则 对 任意 gEG, 有 aglg) 一 gp(g)a. 从 而 对 任意 2 kag 所 
天 [G] ,任意 wET ,有 有 | 
al{ Phage)o)=al Ap(E)o) = > ez) 

= Dh aggD)v 一 了 CCEJeJm 
人 pgCE)(av) 一 | > 5] (cm)， 
由 此 得 出 : aEHomxcgCV WV). 因此 Z(tA4)CHomxcej CV TD. 从 
《4}) 式 得 到 ， Fiy 守 ZCA) 守 KR1y. 于 是 ZK4) 是 有 限 整 环 , 愉 而 
ZI4) 必 和 冠 是 域 . 因为 中 是 天 的 要 大 真子 域 , 所 以 或 者 Z04) 一 
FFly ,或 者 ZCA) 二 Klv. 

对 寺 4aE EKE[G], 令 di: omadv YY ovEV. 令 (KE[G]),={drld 
EKIG])- 从 定理 4.3. 1 证 明 的 第 一、 有 段 庆 ,CK[G])/ 宇 M.,( 户 )， 
其 中 访 一 Homxey CV yz 一 机 mp. 因为 六 是 绝对 不 可 约 的 ,所 
以 有 (C4) 式 . 从 而 怕 之 不 ,因此 (RL[GD) 4 宇 MM,(KR) ,并 且 n=dimxV. 

假如 22204)==KKliy; 则 下 1y 迄 A, 从 而 天 _A] 二 4. 显然 ,KLA] 
— {Shpe) | EKY gEG). 由 于 


| 六 有] 一 | 六 下 区 一 Phpa)) 
= {Spe))e, VvEV, 
所 以 (2&8] ,一 >)&9l8). 从 而 (K[GD]D), 一 天 [4], 于 是 天 [4] 
宇 MKR). 从 有 4 二天 [4] 得 天 有 4 实 M,(K), 于 蚌 A = 二 Homx(V， 
VY). 由 此 得 到 ; 对 于 三 天 \ 眉 ,存在 2 一 少 )59(8) E A 使 得 tr Ca) 
二 a 另 一 方面 ,rr 一 (DB)) 一 Dbrr(plg)) = 
>)6XCg) € 书 , 矛盾. 因此 2064) 一 Fl;. 
下 面 我 们 来 进一步 研究 4 的 结构 . 


233 


假如 > 是 4 的 宕 零 双边 理想 , 则 居 [LJj 是 天 [4] 的 竹 零 双边 
理想 . 由 于 开 [4] 一 (用 1LG]) 兰 对 KR) 而 对 (天 ) 的 双边 理想 只 有 
0 和 ad.( 民 ) 所 以 天 [一 0 从 而 一 4. 困 此 rad4 一 0 这 说 明 4 
是 半 单 的 . 据 定 理 2.2.3 知 ,4 是 它 的 极 小 双边 理想 4, ,4。，…，4， 
的 直 和 . 从 定理 2. 3.4 证 明 的 第 一 段 可 以 知道 : dimrZ (4) 之 s. 因 
为 Z64) 一 Flv 所 以 5 一 1. 这 赔 明 4 是 单 代数 . 设 I 是 4 的 极 小 
堪 理 想 , 令 刀 一 Homa (I, 了 1), 则 DD 是 除 环 . 据 定 理 2.2.4 
(Wedderburn) 得: 4 二 Hompnt7 ,并 且 dm 一 dim ， 
CdimsDD). 由 于 dimamT<dimr4< 一 co 所 以 dimarDP< ce. 又 由 于 | 了 | 
三 50, 基 此 | 也 | 过 oo. 于 是 也 为 域 .对 于 aE 4, 令 ao rrreryy 7 
ELI 记 41=={aria€ A), 据 定理 4.3.1 证 明 的 第 一 ,二 上 段 知 ,AjC 
Hom; (1) 户 ; 并 AL 宇 Homo(t7 了 1). 于 是 4 六 4. 对 于 6ED, 任 取 
2arEA: 任 取 xET, 有 

laryr = dlarr} = dar) = a(ldr) = artdr) = (ard)r, 
因此 dar 一 ard. 及 而 4EZCAL) ,于 是 DCZCAL) 守 ZC4) 宇 FF. 由 
此 得 出 dims 吃 二 1; 所 以 号 衬 F. 从 而 得 到 严 代 数 同 构 : 4 人 
Homz({1, 了 7). 于 是 A 一 Homr (711 了). 从 定理 2. 2. 4 的 证 明 过 程 逢 
道 A 到 Homr(, 放 的 同 构 上 映射 o 是 a a. 

群 忆 的 天 -表示 (g,V) 可 扩充 成 群 代数 下 [LG] 的 表示 , 仍 记 作 
J; 即 q( > kg] 二 kg9lg). 由 此 族 导 出 FLG] 到 4 的 代数 同 态 ; 
Dg 一 265908) ,把 这 个 同 态 仍 记 作 q. 于 是 我 们 可 得 群 代数 
FLG] 的 一 个 F- 表示 单一 o9, 其 表示 空间 为 工区 在 G 上 的 眼 制 是 
局 的 -个 下 -表示 , 仍 记 作 内 由 于 7 是 和 4 的 极 小 左 理想 ,所 以 是 不 
可 约 左 A- 模 .不 难看 出 1 作为 左 FLGJ]- 模 也 是 不 可 约 的 ,因此 是 
G 的 不 可 约 下 -表示 . 易 直 接 验 证 Homyia (CHomat1 ,中 二 也 
兰 F. 由 于 了 是 不 可 约 左 FL[GJ- 模 ,所 以 HomrraetT ,了 n) 是 除 环 . 又 
由 .上 式 便 得 出 Hemrro 红 站 是 域 . 又 由 于 FljCHomzreltT,n) ,所 
以 Tomerrelt1D 衬 F. 由 定理 4. 3, 1 即 得 :了 是 绝对 不 可 约 的 - 因 
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此 多 是 绝对 不 可 约 的 . 

现在 来 证 皮 = 史 设 (9,7) 是 已 的 不 可 药 五 -表示 使 得 9 在 你 
中 的 重 数 大 于 索 . 假设 9 和 5 六 因为 charF1G1 ,所 以 亚 LG] 是 半 单 
的 . 设 FLG 的 直 和 分 和解 式 中 不 则 构 的 极 小 左 理想 的 代表 系 是 {7， 
J 因为 TU 都 是 不 可 约 左下 [Gj]- 模 ,所 以 不 妨 设 了 宇 .， 
U 衬 J ;其 同 构 映射 分 别 记 作 让,fs. 据 引 理 2. 2.5 知 , 存 在 e 所 次 
使 得 =e; 并 且 J 二 0. 取 5EJ 使得 &e 关 0. 取 zx,E7 使 得 
六 (zo) 二 e, 设 左下 LG] 模 六 得 到 的 下 [的 表示 为 内 全 一 1,2,-…， 
r). 因 沟 %=z 册 :所 以 

PBI To = CTO DF YT = fh BF (Cro)) 
= /Ti BYe) = fi (be) A 0 
由 屯 得 出 (8) 关 0. 因为 ?rz 内 ,所 以 对 _- 切 yEU 有 
Deh)y = Cf hy = fyi) fy) 
= fb fy) = fr'(0) = 0, - 

由 此 得 出 ?6 一 0. 国 为 六 与 ?的 征 阵 表示 在 写法 上 一 样 ,所 以 
严 {8) 一 0. 因为 gq 在 灶 中 的 重 数 大 于 零 ,所 以 gC5)==0. 于 是 (6) 
一 09(6) 一 040) 一 0, 蔬 盾 . 因此 ?sr 水 于 是 9 在 入 中 的 重 数 大 于 
过 .由 于 崇 不 可 约 , 所 以 是 二 吕 

情形 2 设 下 是 无 限 域 . 设 尺 是 下 的 代数 闭 域 .因为 v 维 对 
不 可 约 , 所 以 8 是 G 的 不 可 约 尺 -表示 . 由 于 严 与 8 的 矩阵 表示 
在 写法 上 一 致 ; 所 以 号 的 特征 标 亦 为 x. 如 果 能 证 存在 避 的 绝对 
不 可 约 下- 表 基 站 使 得 印 二 处, 则 可 得 出 Vg( 这 是 因为 产 与 
(一 类 的 矩阵 表示 在 写法 上 一 致 ,并 且 ?与 8 的 桔 阵 表示 在 
写法 上 一 致 ). 因此 我 们 不 妨 设 下 是 代数 闭 域 . 下 的 素 城 记 作 F，. 
据 定 理 5.11.2 得 ,看 在 fF, 的 有 限 扩 域 工 使 得 工 是 G 的 分 裂 域 ， 
并 且 LCK. 因为 工 是 分 弄 域 并 且 它 的 特征 不 能 整除 |G| ,所 以 
G 的 不 同 构 的 不 可 约 工 -表示 的 数目 等 于 G 的 共 皂 类 数目 , 把 它们 
的 基 域 扩张 到 天, 司 得 到 的 不 可 约 玉 - 表 示 . 由 于 CG 的 不 同 梅 的 
不 可 约 天 -表示 的 数 上 月 也 等 于 扬 的 共 斩 类 数目 ,因此 上 述 得 到 的 
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就 是 的 全 部 不 问 构 的 不 侣 约 天 - 表 水 . 于 是 存在 的 不 可 约 工 - 
表示 二 全 得 区 从 而 训 的 特征 标 亦 为 区 由 上 二 与 站 的 特征 标 
在 写法 上 相同 ,所 以 二 的 特征 标 可 在 工人 已 里 写 出 . 由 于 世 是 有 限 
域 ,根据 情形 1 证 得 的 结论 得 到 : 在 在 G 的 绝对 不 可 约 ( 工 奏 严 )- 
表示 几 使 得 EJ. 于 是 全 二 CF 二 ,从 而 寺 兵 .因为 CW 
二 六 ,所 以 9 守 (V)*. 显然 ,六 是 各 的 绝对 不 可 约 五 -表示 引 

定理 5.11.6 设 mm 是 有 限 群 G 的 指数 ,如 果 域 五 的 特征 为 
素数 户 并 且 它 包含 本 原 m 次 单位 根 , 则 下 是 G 的 分 裂 域 . 

证 明 ”在 第 一齐 8$5 的 定理 1.5.1 后 向 我 们 已 指出 : 如 果 域 
下 包含 本 原 mm 次 单位 根 , 其 中 mx 是 有 限 群 6 的 指数 , 则 下 的 特征 
一 定 不 能 上 整除 |G|. 

设 玉 是 FF 的 代数 闭 域 . 任 取 避 的 一 个 下 可 的 天 -表示 Pp: 它 提 
但 的 特征 标记 作 . 握 命题 3.1.12 知 ,XY(g) 妊 m 次 单位 根 的 和 ， 
Y gE CG, 因此 XX 能 在 下 里 写 出 . 据 定 理 5.11.5 得 ,站 在 G 的 一 个 
绝对 不 可 约 五 -表示 多 使 得 8 二 六 .所 命题 5.11.1 得 ,gp 能 在 下 里 
写 出 . 由 定理 5. 11.1 立即 得 出 :下 是 避 的 分 裂 域 ， 上 

综合 定理 5.11.4 和 定理 5.11. 6 得 到 : 若 有 限 群 G 的 指数 为 
m; 则 任 一 包 售 本 原 mx 次 单位 根 的 域 都 是 局 的 分 裂 域 . 


"$12 有 理 特 征 标 


群 上 6 的 如 表示 称 为 有理 表示 , 它 提供 的 特征 标 称 为 有 理 特征 
标 . 若 X 是 有 限 群 G 的 有 理 特征 标 , 则 X(tg)& 2 对 于 每 个 gE G， 
这 是 因为 x(g) 是 |G| 次 单位 根 的 和 ,从 而 是 代数 整数 . 设 妃 <C， 
刑 Qls》* 是 GG 的 有 理 特征 标 .反之 ,G 的 每 一 个 有 理 特 征 标 能 和 否 由 
G 的 某 些 子 群 的 主 特征 标 诱导 出 ? Artin 的 有 理 特 征 标 定理 回答 
了 这 个 问题 . 为 了 证 明 Artin 定理 ,我 们 需要 一 个 引 理 ， 

引 理 5.12.1 设 X 是 6 的 有 理 特征 标 , 设 G 的 两 个 循环 子 群 
(zx) 与 ty) 在 G 中 共 轿 , 则 XxX(x} 一 XC(y). 
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证 明 因为 X 是 和 上 的 类 困 数 ,所 以 不 妨 设 人 ?一 (3 设 
的 阶 为 n,e 是 本 原 = 次 单位 根 . 因为 4 一 4 所 以 ?一刀 其 中 
Cs) 二 1, 于 是 "也 是 本 原 # 深 单位 根 .从 而 存在 分 圆 域 Qte} 的 
Yip 
-自问 构 o 使 得 ole) 二 e", 据 命题 3.1.12 车， X(z) 一 之 ,5 其 中 
每 个 总 是 关 次 单位 根 , 拓 而 它 是 * 的 方 竹 , 我 们 有 
KO KE) De eo ole) 
= ol De)= eX) = Xx). | 
定 埋 5.12.1CArtin》) 设 XX 是 有 限 群 G 的 有 理 特 征 标 , 册 
多 二 > Fm: al (1) 
其 中 了 跑 遍 GG 的 循环 子 群 ,并 HanEZ, 
证 明 在 已 直 定义 一 个 等 价 关 系 三 : 
TT 二 yr 与 (yx) 在 GG 中 共 乾 . 
从 引 理 5.12.1 很 出 ;在 关于 二 的 等 价 类 上 取 常 数值 . 设 B.,13,， 
BB, 时 人 的 闫 十 三 的 不 同 的 等 价 类 (今后 简称 为 (三 )- 羔 ), 计 日 
误 记 是 BB 的 特征 烽 数 ,于 


fr) 一 


1， 当 xz € 已 ， 

0， 当 工 可 五. 
易 看 出 XY 是 五 for 的 线性 组 合 .在 B, 里 选 -个 代表 元 式 
并 且 设 五 ,一 (yi 一 | 五 | 人 一 2 于 y12). 由 于 瑟 ; 在 三 中 的 共 
辑 子 群 的 数目 等 二 Le : NetH,)j ;因此 我 们 得 到 


| 召 | = [G : NotH) ea， (2) 
这 里 gtni) 是 欧 拉 体 数 . 
下 面 我 们 三 nn: 上 运用 归纳 法 来 证 明 
INeCHI) |f: = Dhan, ， (3) 


对 于 适当 的 aj€2, 其 中 当 互 ， 不 与 二 的 子 群 共 辊 时 有 4, 二 0. 
237 


邵 果 让 一 1, 则 B= 科 } ,二 11),[G 3 五]=1c1. 据 命题 
5.1.2 的 公式 (9) 可 得 ; (ls)501)=|G|, (lg)*(g) 一 0 对 于 - 切 
天 1, 国 此 忆 s) 二 | 如 | 天 ,由 于 瑟 ,== 全 } 的 子 群 上 只 有 自己 ,因此 与 
五 ; 的 子 群 共 辊 的 右 ; 只 有 日; 一 个 . 于 是 (3) 式 右边 为 aitlx)", 击 
左边 为 |G| 天 ; 取 4 一 1; 则 (3) 式 成 立 . 

假设 wi: 守 1. 因为 Qa) 是 避 的 有 理 特征 标 , 所 以 (1s) 在 
(三 )- 业 上 取 常 数值 . 从 而 可 设 

(C14.)° 一 3 (4) 
其 中 EZ,j 二 1,2,……* ,om. 我 们 有 


Cf fie 一 - 南 Pi@ Fle) 


= 12 IB Tra = es mm (5} 


如 果 y=gzg , 则 y 寺 x- 由 此 看 出 是 的 类 函数 (二 1,2,*…， 
m). 根据 Frobenius 互 反 律 得 到 : (159°, Ne= (psf; J 
由 于 (4 起 和 (5) 式 我 们 有 


(Cl) Fe 一 | EA 三 乌 [| 


1 GY {6) 


H(zw) 二 1 当 且 仅 当 xiE B;, 妈 x 二 zxj. 由 此 看 出 : 当 五 不 与 
已; 的 子 群 共 胃 时 ,有 万 | 豆 一 科 当 五 ;与 HH; 的 一 个 子 群 4z? 共 罗 
讨 , 有 (zh 六 一 有 (DOE ' 一 (gzig !) ,从 而 得 到 ; rx; 二 g !zxig 对 于 某 
个 六 于 是 

TE€ Br EE Bor ng) = 1. 
所 以 此 时 有.1; 在 二 ;的 Y(o) 个 元 素 上 取信 为 1, 在 其 余 元 素 上 


取信 为 0. 由 此 得 出 (1 , 广 | 瑟 Ja 一空 2 再 由 (6) 式 和 (2) 式 便 得 


到 


bi 一 [| (las: Hn = lg| . Hn) 一 [ec 1 C7) 
|B,| ' ' B 


| /i | nt, Fer 
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因此 , 当 五 ;与 H; 的 一 个 子 群 共生 时 , 包 的 值 由 47) 式 给 出 ;而 当 
Hj 不 与 Hi 的 子 群 共 轿 时 ,56 一 0. 所 以 


nll) = Db 一 2 [NeCHD | A, 《8) 


其 中 4 跑 遍 肛 , 的 下 标 集 而 豆 , 与 百 ， 的 子 群 共 辑 . 由 归纳 假设 , 当 
互 ,与 吾 ; 的 磋 子 群 共 轿 时 ,有 


ec |f = Pam dn) ’ 《982 


其 中 当 FH 不 与 H， 的 子 群 共 轿 时 ,a 一 0 从 (8) 式 解 出 | NeCHi)| 
所 ,并 且 用 (9) 式 代入 便 得 出 C3) 式 ， 

(3) 式 中 的 aj 隆 0 时 ,Hj 与 豆 , 的 某 个 子 群 人 zi) 共 并 ,于 是 已， 
与 +? 处 于 G 在 其 所 有 子 群 的 集合 上 的 共 示 作 用 下 的 同一 条 轨 
道 ,从 而 豆 ; 的 稳定 子 群 与 ( 必 ) 的 稳定 于 群 共 固 ,因此 |NeCH)) |= 
| NeClzx)|, 及 易 看 出 Re 五 和 Net 所 以 | Ne (CH) || 
| ec 五) 设 INeCH, ) | 二 |NeCHD ci; 从 (3) 式 得 


Ci tt; ~ 


jel 


一 之 rpg ; jy ， 

当 H, 不 与 五 ， 的 子 群 共 罗 时 ,cz 一 0; 共 斩 时 pi Cia. 因为 x 是 
yor yf 的 Z- 线 性 组 合 ; 所 以 我 们 便 得 到 (1) 式 . l 

推论 5.12, 1 设 xX 是 有 限 群 避 的 任 一 有 理 特 征 标 ; 则 

X= > 1 全 Ga 

其 中 互 跑 遍 G 的 循环 子 群 ,并 且 anEZ.， | 

Artin 定理 的 一 个 引 人 注 目的 推论 恕 下: 

推论 5.12.2 有限 群 G 的 不 等 价 的 不 可 约 有 理 表 示 的 数目 
等 于 CG 的 非 共 辆 循环 子 群 的 数目 ， 

证 明 烘 用 定理 5.12.1 的 记号 , 则 G 的 非 共 斩 循环 子 群 的 
数目 为 (三 )- 类 的 数目 mx. 设 训 ;YYy… ,多 是 如 的 不 同 的 不 可 约 有 
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理 特征 标 . 因为 在 t=)- 类 上 取 常 数值 ,所 以 序 完 全 被 它 在 x;， 
zzr scm 上 上 的 消 数 值 所 决定 . 显然 ,G 的 所 有 (三 )- 类 靖 数 组 成 的 
集合 上 是 的 子 空间 ,并 是 Ctr zal syf(rm)) 是" 
到 Q” 上 的 同 构 映射 . 8, 的 特征 函数 fjEU, 易 看 出 广 , 产 大 
居 线 性 无 关 的 . 因为 是 让; fem 的 世 线 性 组 合 , 所 以 向 二 
强 训 ,的 秩 不 超过 sx. 据 定 涅 3.3.3 知道 ,为 是 
线性 无 关 的 ,由 此 得 出 mm， 

男 一 方面 ,因为 (la)" 基 避 的 有 进 特 征 标 , 所 以 (1 是 加， 
Ka "si 的 非 负 整 系 数 线 性 组 合 . 从 C3) 式 得 出 : [Ne C7, [fi 是 
Xir Xss-… XY 的 Z- 线 性 组 合 ; 因 此 [Ne Te 
INe(lH。) | 所 的 秩 不 超过 1. 从 上 述 UU 到 0” 的 同 构 映射 易 看 出 : 
INeCTID) | 记 1 NeCHD) fo |Ne(Hw) | 线性 无 关 , 因 此 光志 
.于 是 m=t.。 


习 题 5.12 
1， 了 最 复数 域 , 设 五 是 有 限 群 口 和 的 子 群 ,把 cls) 记 作 X, 诞 明 : 
(i) x | 1G|; 
(iD Cc), 其 中 EE€ lr(0); 
(Ci) CX le)es=1; 
Civ) xtg) 是 非 负 整数 ,YY SEC 
(Vv) KEI EX YY EEG ME ZL: 


GD x(g)=0 当 g 的 阶 不 能 整除 


Gvii) 对 于 任意 &EG, 把 所 在 的 共 辑 类 记 作 C, 有 总 
是 整数 . 
(提示 , G 在 商 集 Gy/ 豆 上 的 左 平 移 作 用 引起 的 传递 置换 表示 
是 (1xz)", 由 此 可 得 ,iD Gv) 和 tv) ,注意 利用 命 古 3. 3. 1 和 推 
论 3. 3.1. 关于 (ii) ,利用 Frobenius 互 反 律 . 关于 (vi) , 广 屿 五 1= 
了 和 性 


,并 且 如 果 上 的 阶 不 能 闽 除 177|, 风 站 的 任 一 共 匈 已 灰 都 不 
属于 吾 ; 从 市 (0 tg)==0. 关 十 (viiD, 令 SS 二 {(gH i) |gJIIEG 
太 ,zE Cz(lg1D) =g,HH) 用 两 种 方法 计算 181, 注 意 交 是 类 冰 数 ， 
得 到 


x lcl= > iGn NN Cl. 


由 于 GG 在 G/ 吾 上 的 作用 是 传递 的 ,因此 所 有 一 点 的 稳定 子 群 彼 
此 共 郝 - 太 而 Gon 人 CI 不 依赖 于 gi 日 的 选取 , 尼 是 个 当 数 芭 . 
由 此 推出 xta? Cl=m[G ; 万] 一 PaXK17) ) 
2. 取 复 数 域 , 设 右 是 有 限 群 G 的 子 群 ,7 是 的 牧 征 标 , 证 时 : 
Kery) = cKernDe 


工区 和 


{提示 : gE Kertw) 当 且 仅 当 疗 tg) 一 六 (1). 因 为 六 (tg1= 
十 | Sgr) (DCH ,所 以 gEKerGz) 当 日 仅 
可 区 和 


当 2)7(r :gz) = 27341)- 因为 |7Cx7gzx) | 过 9(1), 所 以 gE 
TE TEG 

Ker(7) 当 且 仅 当 3?Cz gz) 一 97C1) ,YEG. 而 这 当 且 仪 当 z gr 
EKeryy rEG.) 

3，{L. Solomon) 证 明 : 有 限 群 CG 的 复 特 征 标 表 的 全 一 行 的 
行 和 是 非 负 整数 

(提示 考虑 群 G 在 集合 G 上 的 共 辆 作用 引起 的 置换 表示 多 
Flag)— {rEG|gre 7z}—Ce(tg). 于 是 ,Xo(g) |F(g) | 一 
IF(g ==|Celg |=|Celg) |. 设 {8184，"… 8} 是 G6 的 共 罗 
类 的 代表 系 . 任意 &EIrrCG), 有 


ot) = ET Ci gr Yule) 
i=} 


加 > Eg) Pug).) 
注 有 限 群 G 的 复 特征 标 表 的 每 一 列 的 列 和 也 是 数 ,但 它 
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们 可 能 是 负 的 . 
4. 设 闭 是 有 限 群 G 的 任 一 复 竺 征 标 ;证 明 : 
[= Daa, 
共 中 4 跑 遍 避 的 循环 子 群 的 1 次 特征 标的 集合 并 县 mE 2. 
提示 : 利用 命题 5. 4. 3) 


$13 应 用 : Frobenius 群 存在 真正 规 子 群 的 证 明 


本 节 将 利用 群 的 特征 标 理 论证 明 著 名 的 Frobenius 群 存在 真 
正规 子 群 的 定理 (用 置换 群 的 术语 和 抽 和 党 群 的 术语 ) ,这 个 定理 至 
今 还 没有 纯粹 群 论 的 证 明 , 由 此 可 见 , 群 表示 论 对 于 研究 群 论 所 起 
的 重要 作用 . 

定义 1 设 台 是 口上 上 前 传递 置换 群 , | 有 21 一 .车 侣 中 每 个 非 
单位 元 至 多 有 1 个 不 动 点 ,并 且 存 在 非 单位 元 有 1 个 不 动 点 , 则 称 局 
是 次 Frobenius 群 .G 中 的 元 素 g 若 没 有 不 动 点 , 则 称 g 为 正则 
元 ; 若 g 恰 有 1 个 不 动 点 ,出 称 g 为 非 正则 元 ， 

定 光 2 群 G 的 子 群 瑟 称 为 GO 的 特征 子 群 ,如 果 对 于 GG 的 每 
一 个 自 同 构 o 都 有 oCH}CCH. , 

定理 5. 13.1(Frobenius) 设 各 是 ”次 Frobenius 群 ; 则 GG 中 
所 有 正则 元 和 单位 元 组 成 的 子 集 NN 是 6 的 特征 子 群 ,并 且 它 的 阶 
为 二 

证 明 由 于 G 中 存在 非 单位 元 俗 有 1 个 不 动 点 ; 设 此 不 动 点 
为 j, 则 的 稳定 子 群 G, 关 {1). 由 于 在 及 上 传递 .所 以 对 一 切 : 
亡 和 ,有 GG 天 {1}. 由 于 G 是 Frobenius 群 ,因此 G 门 Gi=11), 当 i 
关 设 IGi|== 世 则 |G; | 二 mY iE .于 是 


i UG = Gn 1n+1. 
t=1 


因为 IG| 二 1G1| "n= 二 mr; 所 以 避 的 正则 元 的 数目 为 
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1C 一 | UG = mn — [on— Dat 1 =n— 1, 


G 的 非 正 则 元 的 数目 为 0x 一 Dn. 

记 玉 ==G., 任意 i 名 ,i 了 11i 在 吾 中 的 稳定 子 群 吾 ;二 (1), 从 
而 站 的 机 -轨道 长 为 | 本 | 二 .由 于 五 可 看 成 是 GT 上 的 公斤 
群 ,从 而 2\{1} 是 一 些 吾 - 轨 道 的 并 集 . 由 此 得 出 mr | Cn 一 1). 因此 
(az 2 一 十- 
因为 如 是 吕 上 的 置换 群 , 所 以 G 在 复数 域 上 有 一 个 呈 次 置换 
表示 ss 我 们 知道 Xplg) 二 1FCg)|, 其 中 |F(g) | 是 g 的 不 动 点 数 
目 . 于 是 Xp(1) 一 x; 当 g 是 正则 元 时 ,Xplg}) 一 0; 当 gg 是 非 正 则 元 
时 ,Xlg)= 二 1. 设 多 是 G 的 主 特征 标 . 因为 G 在 从 上 传递 ,所 以 
(os 一 1. 从 而 9 lc 由 加 其 中 由 是 如 的 = 一 1 次 复 表示 . 于 是 当 
g 为 正则 元 对 ,为 (8 一 一 1; 当 《为 非 正则 元 时 ,kz 一 0. 考虑 局 
上 一 个 函数 &, 它 由 下 式 定义 : 

Sltg) 一 NXg) — mata YEEG, C1) 
其 中 是 避 的 正则 表示 ,由 人 11) 式 得 
a2) = XI m= IG| — mn Om 1})=m; 
当 g 为 正则 元 时 ,tg) 一 mr; 当 gg 为 非 正 则 泡 时 ,lg) 一 0. 显然 & 
EE chartG). 如 果 能 证 明 芋 是 避 的 特征 标 , 则 
Kert = 人 EC 一 ED = N, 

从 而 入 十 G. 任 取 忆 的 一 个 自 同 构 z, 任 意 &gEN, 由 于 g 的 阶 整 除 
IN| 二 x; 因此 otg) 的 阶 是 的 因子 .由 于 GG 的 任 一 非 正则 元 必 属 
于 某 个 Gj;: 而 |G;|==m; 因 此 非 正 则 元 的 阶 是 m 的 因子 .由 于 (na， 
mm) 二 1, 所 以 atg) 是 正则 元 . 这 表明 eCN)CN, 从 而 入 是 GG 的 特 
征 子 群 . 下 面 来 证 是 避 的 特征 标 . 

设 ErtH)= {pa 下 } 设 pe() 一 m1 入, 用 jp 记 
瑟 的 正则 表示 pw 提供 的 特征 标 . 则 


= Dm = 立 必 
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因为 Cp 一 所 以 一 Dm. 从 而 
i=1 
上 一 一 Ny = > me 一 ( > sm Ny 
人 1 【一 1 


一 人 oz 一 7 和) 
因此 只 可 证 : 对 于 每 一 个 2 六 1 下 一 mi 是 天 的 特征 标 . 记 
各 一 /一 Pi。 
因为 互 一 Gr ,并 月 LG: 吾 ] 一 2 从 而 可 设 五 在 如 中 的 左 陪 集 
代表 系 是 吾 1 一 1 Se ;gas 其 中 gj;(1) 一 j ,23jAn. 任 取 G 的 正则 
元 +, 显然 gj "wg; 仿 为 正则 元 ;从 而 


n 


Hr) 一 Peg 8g) = 0. 
任 取 局 的 非 正则 元 3; 设 y 的 不 动 点 是 2 则 gr 1378: 的 不 动态 是 1， 
从 而 gr yg 日 :而 j 关 ! 时 ,g7 yg 的 不 动 点 不 是 1; 从 而 gi 8， 
亡 瑟 .因此 


rd 


HY) 一 D8T YB) 一 lg yg80). 


把 gr'wgi 简 记 作 , 即 ,是 与 在 避 中 共 斩 的 元 素 , 并 且 jE 五 . 
又 有 1) 二 [G:FHl'm= nm 
Cr re = Caf ye — 2 Np)e mi yc, 
Oe pe = D8) BB = [nm +t DY pc. 
[GT 名 加 ,2 
因为 蔡 yEG, 和 一 gr 1yg EH. 若 yyysEG: 且 | 
ggg 天 gi Ysgt 从 而 当中 裔 GG 的 每 一 个 元 素 时 ,了 跑 遍 态 的 
每 一 个 元 素 . 由 于 GNN= CGAN{1)), 所 以 当 y 跑 遍 GN\N 时 ,了 
便 跑 这 互 N1} 的 每 个 元 素 次 ,内 而 
CF) 一 二 [Lm + nD lt) |] 


Fl 
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Nr 1 | | 
二 一 一 十 二 tral 3) 
I me 
2 
HPL 
2 2 a CO Tm 
一 全 CE Hi) Oe 本 ” 1 a | 1. 
1 


(Xs Ky 一 [| 之 Ne 人 Cg 


六 EC 


re 2] 一 一 
= [cr 1 二 (n 1)(— 1)] mY 


Ca Kp) 一 售 De (uw) Pe 


可 后 局 
— Lam DD +01 = m 
irs hh 
所 以 
— | 
(A; Te 一 Cn CO— Lm: 1 2 (Cn — Dm; a 1 | 
rrt mr 本 


= Dex 其 中 6; 是 束 数 (1 扫 1 {Xi = 


Jrr(G). 于 是 1 = (sz)s 一 p31 由 此 鹤 出 有 唯一 的 使 得 5, 一 


土 1, 府 其 余 的 二 0. 网 此 吉 二 汉 焉 加 = 一 率 . 出 十 
aA = A Onn) mn 0, 
所 以 z= 二. 从 而 得 到 是 的 特征 标 。， 1 上 
定理 5- 13. 1 晨 用 置换 群 的 术语 氢 述 的 Frobenius 群 存在 正规 
子 群 的 定理 , 我 们 从 它 可 以 得 到 用 抽 釜 群 的 术语 投 述 的 等 价 的 定 
理 . 


定理 5. 13. 2(Frobenius) 设 GG 是 有 限 群 ,五 之 G, 并 名 对 于 8 
ECG 有 五 门 EBg = 位 站 则 存在 白 的 一 个 正规 子 税 N 使得 
户 站 入 二 位}, 并且 百 辣 下 ,从而 扬 是 五 与 呈 的 半 直 各 . 

证 明 车 五 = {1), 则 取 和 N=G 即 可 .车 再 =G;: 则 到 N={1: 
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即 可 . 下面 设 互 夭 红 )} 并 且 五 和 尖 G. 设 18 一 1.go 8 是 五 在 安 
中 的 左 陪 集 代 表 系 . 群 G 在 商 集 G/H 上 的 在 平移 作用 是 传递 的 . 
由 于 
(EH) = gSe rg E Her € gHar': 
因此 这 个 作用 的 核 等 于 门 8.Hgr*. 由 已 知 条 件 得 ,这 个 作用 是 忠 
实 的 . 因此 扬 可 以 看 成 是 集合 G/H 上 的 兽 换 群 . 
令 S 一 gHg7'. 设 x 是 G 的 非 单位 元 ,由 于 gH 是 xz 的 不 
动 点 当 且 仅 当 x€ g:Jgi ,因此 x 是 正则 元 当 且 仅 当 x EGN5. 
假如 GG 的 韭 单位 元 x 有 两 个 不 动 点 gH 和 gjH, 则 EE 
giHgr 站 gjHgj .从 而 存在 有 ,hERH\(l1) 使 得 gs 一 
ghg7 由 此 得 到 而 一 全 BCgT ED !. 由 于 gH 关 gjH, 所 以 
有 要; 蕊 五 .于 是 得 到 五 站 (ri 再 (gr 天 人 1) 矛盾 -内 此 
的 非 单位 元 至 多 有 一 个 不 动 点 ,由 于 有 本 gr 天 人 11) 所 以 存在 非 单 
位 元 XxEgiHgi jy 它 以 gi 为 不 动 点 . 因此 避 G 是 nn 次 Frobenius 
群 . 据 定理 5. 33. 1 知 ,G 的 所 有 正则 元 和 单位 元 组 成 的 集合 NN 是 


:GG 的 特征 子 群 ; 且 |N|= 有 sn. 从 上 一 段 知 ,N= 位 }U CGMS). 设 | 对 


一 sw; 则 |G|==[G: 理 ]|IH1=nm. 由 于 互 是 “点 "5 五 在 如 中 的 稳 
定子 群 ,所 以 五 站 N={1}. 从 而 IHN|=mn== |G1, 因 此 G=HN. 
| 
定 叉 3 设 玉 是 群 G 的 子 群 ,并且 {1} 过 及 < 之 G. 如 果 对 于 每 一 
个 gEGN\H;, 有 五 人 gHg 一 11) , 则 称 互 是 妃 里 的 Erobenius 补 . 
群 侣 如果 包 售 一 个 Frobenius 补 ; 则 称 是 Frobenius 群 . 
定理 5.13, 2 说明 ; Frobenius 群 女 一 定 存在 一 个 正规 子 群 N， 
使 得 是 Frobenius 补 互 与 六 的 半 直 积 . 这 个 正规 子 群 入 称 为 
G 的 Frobenius 核 - N 基 被 互 唯一 内 定 的 5 假如 对 中 G 具有 性质 
MNM 玉 = {1}), 则 得 MNeHeg 一 人 YESEC. 册 于 真一 1 UGC 
一 UsEE  )， 因此 MCN). 
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“$14 应用: 369 阶 单 群 同 构 于 4 的 证 明 


本 节 首 先 给 出 一 个 结果 , 它 常用 于 找 出 一 个 群 的 真子 群 . 
定理 5. 14. 1(Brauer) 设 XY 是 有 限 群 G 的 一 个 复 特征 标 使 
得 (X,1lc)c=0. 设 4, 瑟 是 G 的 子 群 并 昌 假 设 
(XxX|A,la)a 十 (X|B,la)s > xX|IANMN Blarns)anp: 
则 4 各 生 成 G 的 一 个 真子 群 . 

证 明 设 (g,V) 是 G 的 复 表 示 , 它 提供 的 特征 标 为 X. 令 
U={aE Virea ea= a yat AA}, 
Wo{AEVIPD)B OS AY bEB), 

7 一 17ETIpcy 一 ycE 二 门 五 1 
显然 U,W,Y 都 是 V 前 子 空 间 ;并 且 易 看 出 CU 是 及 不 变 子 空间 ， 
W 是 B 不 变 子 空间 ,了 是 4 门 B 不 变 子 空间 . 由 于 对 于 任意 2aE€ 
矶 ,gq) 是 U 的 恒 等 变 换 , 所 以 
| dimtU 一 《党 | 妈 ,1474， 
同 理 有 dimW = 二 (xX|B,ls)s,dimY = (xX|ANMNB, lans)ans. 
由 已 知 条 件 得 


dimU 十 dimW > dimY. C1) 
由 于 UCY 并 且 信 CY ,所 以 如 十 WCY, 从 而 
dim (VU 十 W) 过 dim¥Y. {2) 


从 忆 ) 和 (2) 式 得 出 :; dim (UN 站 W) 守 0, 因 此 DUNW 关 0. 显然 ,站 
W 是 <4,B); 的 不 动 点 组 成 的 于 空间 ,并 且 同 上 理 有 : 
dimD 门 WW) 二 (XX| (4 ,B72 ;1ca;). 假如 (4,B} 一 G, 则 得 ; dim 
门 W 一 (人 1c) 一 0, 了 矛盾 . 因此 (A,B}G， 1 

下 醒 我 们 来 证 明 交 错 群 4, 是 唯一 的 360 阶 单 群 . 

定理 5. 14.2 设 避 是 360 阶 单 群 , 则 G 兰 4,， 

证 明 ”人 恨 设 Go 是 G 的 指数 为 >>1 的 子 群 ,G 在 商 集 G/G, 上 
的 左 平移 作用 引起 了 C 到 对 称 群 5 的 一 个 群 同 态 六 由 于 GG 是 单 
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群 , 所 以 氏 err 一 111) 或 玫 cerr 一 和 好 .由 于 有 1 所 以 民 erreC 从 而 
这 个 作用 是 上 记 实 的 ,有 即 G 辐 构 于 sx 的 一 个 子 群 五 . 假如 交合 奇 
置换 ,由 有 :个 1 次 复 表示 ( 偶 置 搞 足 到 1, 奇 置换 瞻 到 一 1), 它 
的 核 是 五 的 非 平 凡 正 规 子 群 , 这 与 互 是 单 群 禾 盾 . 因此 避 同 构 于 
交错 群 4, 的 一 个 子 群 五 .由 于 1CI=360, 因 此 上 六 6. 于 是 如 果 我 
们 能 找到 避 的 一 个 指数 为 6 的 子 群 C, 则 C 兰 4 

因为 360 二 23+:5; 所 以 的 Sylow 3- 子 群 的 数目 > 只 可 能 
是 1,4,10 或 40. 因为 G 是 单 群 ,所 以 + 关 1. 假如 > 一 4 则 避 在 4 个 
Sylow 3- 子 群 组 成 的 集 人 台 上 有 有 一 个 共 罗 作 用 ,从 而 扬 到 3, 有 一 个 
回 态 ,由 于 所 是 单 群 , 此 同 态 的 核 或 为 11} 或 为 如 ,这 些 均 椒 可能. 
国 此 -入 4. 设 己 是 已 的 一 个 Sylow 3- 了 群 , 记 闪 =NocP) .因为 站 
在 如 中 的 共 罗 子 群 的 数目 等 于 LC:NweftP)] 所 以 [GVY]= 10 或 
LG:N 一 40. 由 于 是 单 群 ,因此 如 没 有 指数 为 1P 1 的 下 规 子 群 . 
根据 Burnside 的 转移 定理 :“ 若 有 限 群 G 的 Sylow 子 群 卫 在 它 的 
正规 化 子 的 中 心 内 , 则 G 有 一 个 正规 子 群 其 指数 为 IP1”, 便 得 出 
尼 号 ZN). 由 此 推出 N 关 P( 耕 则 ,P=ZCP}= 二 ZCN)). 因此 
[G:N1=10. 

现在 假设 MM 是 G 的 真子 群 并 旦 包含 ;我 们 断言 WwWCRx. 假 
如 MOEN, 则 MNN 关 MM, 从 而 LM: MNJ1>1. 因为 G 是 单 群 ,所 
以 [G:2M] 计 2. 于 是 从 40= 上 GG;:P = 一 [G:MJjJLM:P1 可 推出 [LM:P] 
这 10, 因为 PCMNN ,所 以 LM:NNN] 志 LM:P] 所 10. 显然 ,MM 门 
和 二 MM 门 Ne(PP) 二 NytP)., 于 是 LM:MNMNN] 等 于 在 计 里 的 共 
斩 子 群 的 数目 ,而 这 等 于 JM 的 Sylow 3- 子 群 的 数 上 月 二. 设 1 对 | 一 
9.20.510<0 且 30j1,25<40, 根 据 Sylow 定理 得 ,rw 一 1 或 4 
或 10. 假如 x'=1, 则 也 MM ,从 而 MCN, 和 矛盾 . 假如 rr 一 10, 则 从 
”ILM:PP| 推 出 || 守 90. 由 于 如 是 单 群 , 据 本 定理 证 明 的 第 一 段 
知 ,G 没有 指数 小 于 6 的 子 群 . 从 1| 宇 90 知 [G:M1 志 4, 政 盾 . 其 此 
7 一 4. 即 ,CM1MNN] 一 4. 从 而 得 到 [G: MJLMNN :PJ 二 10. 因为 
[MJ 主 6; 所 以 [GCG: Mj 一 10. 于 是 站 N= 了 ,有 即 NyCP) 一 P. 从 
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而 一 2 PP 一 2 人 PT 据 Burnside 的 转移 和 证 理 得 ,M 有 一 个 
指数 为 9 的 正规 于 群 天. 由 于 |M| 一 36; 因 此 | 天 | 一 4. 从 而 天 含 于 
G 的 某 -- 个 Syleow 2- 子 群 内 并 且 在 其 中 正规 ,因此 这 个 Sylow 2- 
子 群 舍 于 No(K). 由 此 推出 8|Nc(K). 由 于 天 < 之 MM 并且 PCM, 因 
此 对 于 任意 =E 已 有 rr ! 二 天 ,这 说 明 PCNetKY. 于 是 
INetKkK) | 这 28.9 二 72, 从 而 [G: No(K)J] 所 5, 蕴 盾 . 所 以 MCN. 

现在 设 已 是 避 的 妆 外 一 个 Sylow 3- 子 群 , 令 DD=P 门 Pi. 则 
PCCNeCD}Y( 因 为 户 是 9 阶 abel 群 ; 所 以 对 于 任意 xzEDP,, 任 意 a 
万 局, 有 xar != 二 a ,从 而 xDzr-'= 二 DD}. 于 是 Ne CD}FENC 和 否则 ,PC 忆 
入 ,这 与 PAN 诈 盾 ). 同 理 有 了 PCNAD). 据 上 一 段 证 得 的 结果 便 
推出 NitD) 二 G. 于 是 DZIG. 由 于 万 是 单 群 ,因此 门 一 1. 

其 次 我 们 断言 G 没有 6 阶 元 . 考虑 G 在 它 的 10 个 Sylow 3- 子 
群 组 成 的 集合 只 上 移 共 罗 作 用 ,于 是 避 到 so 有 一 个 同 态 o. 显然 
Kers 了 人 0, 因此 Kere 一 1. 与 第 一 段 类 似 的 论证 可 知 避 同 构 于 4 
的 一 个 子 群 . 假如 GG 有 6 阶 元 z; 则 它 在 4 下 的 像 , 记 作 zz, 是 Aw 的 
一 个 6 除 元 .于 是 了 的 轮换 分 解 式 中 必定 包 售 一 个 2- 轮 换 ( 町 为 6- 
轮换 是 奇 置换 ). 从 而 zx: 至 少 有 两 个 不 动 点 . 因此 g?Pg “=P,， 
gPa =P gE ND) ,gENcGCP). 因为 | Ne CP,) | = 356, 
所 以 3 阶 元 名 EP. 辐 理 g*EPj, 这 与 PP 门 P= 二 1 耻 盾 , 所 以 GG 没有 
§ 阶 元 . 

设 于 是 NN 的 Sylow 2- 子 群 ,因为 PAN, 所 以 N 蚌 PP 与 时 
的 平 直 积 . 任意 hE€E 玉 ,h 话 导 了 PP 的 一 个 自 间 构 , 即 yi 大 
Y yy 所. 假如 了 关 1 馈 得 对 一 切 yEP 有 ky! 二 y, 则 与 y 可 交 
换 . 取 了 的 一 个 3 阶 元 y; 则 hy 的 阶 为 6 或 12. 车 为 后 者 ; 则 (hy 的 
阶 为 6. 这 些 均 与 上 . - 段 所 证 的 结果 矛盾 . 因此 只 有 五 的 单位 元 素 
才 请 导 了 PP 的 恒 等 自 同 构 . 从 而 玉 的 元 染 共 诱导 了 PP 的 4 个 不 同 
的 自 同 构 , 所 以 AuttP) 有 一 个 4 阶 子 群 . 假如 了 是 9 阶 循环 群 , 则 
1AuttPY| 二 6, 它 不 可 能 有 4 阶 子 群 . 因此 已 是 9 阶 初等 abel 群 . 设 
忆 二 tu? X tb). 设 及 是 NN 的 2 阶 元 ,假如 hah 一 b, 则 (Cha 二 haha 
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一 ba, 从 而 (aa 六 一 (ie 和 一 1, 这 表明 ha 是 6 附 郊 ,矛盾 . 因此 par 
二 a 二 a 1. 这 说 少 六 的 每 一 个 2 阶 元 诱导 的 书 的 利 同 构 把 书 的 每 
一 个 元 素 瞻 成 其 逆 元 , 假如 五 是 初等 abel 群 .: 风 a 在 入 里 的 共 元 
类 只 会 a 和 a 另 一 方 商 ,Cyla) 一 了 ,从 而 a 在 NN 里 的 共 力 类 所 
含 元 秦 的 数目 等 于 LV:Cnka] 一 4. 这 个 矛盾 说 明石 应 为 4 阶 循环 
群 . 设 吾 = 二流). 显然 hah ! 关 a G4 一 1,2). 本 妨 设 ak! 二 5. 任意 
扣 王 异 ?天 1,Cxo) 一 局, 愉 而 > 在 六 里 的 共 斩 类 含 的 元 素数 日 为 
4. 易 看 出 ,tapyazB} {apaD ,apab’ 是 PP 中 元 尝 在 入 
里 的 共 轻 类. 因为 Cw( 下 一 百 , 所 以 天 在 交 中 的 其 统 类 含 的 元 素 
数目 为 9. 大 ,到 也 类 似 , 从 而 入 共 分 成 8 个 共 因 类 ,其 代表 元 分 别 
为 : 1 ,ara8 shh oh 因此 N 有 6 个 不 可 约 复 特 征 标 . 因为 1N/P| 
二 4: 所 以 PDN'. 假如 |N’'| 二 3, 则 NN 有 12 个 1 次 特征 标 , 这 不 可 
能 . 因此 N' 一 P. 从 而 N 有 4 个 1 次 特征 标 . 剩 下 的 天 个 非 1 次 特征 
标 必 定 都 是 4 次 的 {因为 1 十 二 十 1 十 二 十 扩 十 术 二 367), 

如 果 XEIrrcG) 并 且 X 关 1c; 则 KerX 隆 G. 由 于 局 是 单 群 ,所 以 
Kerx 一 1, 从 而 N'CCEKerx. 假如 XIN 不 含 NN 的 任何 -个 4 次 不 可 
约 特 征 标 , 则 易 看 出 六 二 KerX ,矛盾 .因此 X 一 定 包 售 某 一 个 4 
次 不 可 约 特征 标 , 从 而 X(1) 之 4. 

设 XE rcG) 并 且 X(1) 是 奇数 - 因为 4+XC1) 所 以 XI 包含 
N 的 一 个 1 次 特征 标 义 于 是 CX, 让 )e 一 (XIN ,Dw 之 0,; 即 ,XY 是 六 的 
不 可 约 成 分 .因此 XGA 一 Le 一 10. 据 上 一 段 知 , 如 渠 X 
玫 16; 则 XC0) 庆 4. 又 由 于 X0011G1, 所 以 XQ) 考 7. 因此 X(1) 二 5 
或 9. 

我 们 将 说 明 G 有 -- 个 5 次 不 可 约 特 征 标 . 因为 

D>) xX) = 360 0mod 4)， 


所 以 局 至 少 有 三 个 奇 次 不 可 约 特征 标 ,它们 不 是 主 特 征 标 . 如 果 

EL) 且 XC 二 9, 则 措 上 一 段 知 XxX 是 六 的 成 分 ,其 中 4 是 NN 的 

某 个 1 次 特征 标 . 于 是 好 =X 十 A, 其 中 关 是 扬 的 某 个 1 议 特 征 标 . 据 
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上 两 段 知 ,G 的 奇 次 的 非 主 特征 标的 不 可 约 特征 标 其 次 数 不 小 于 
4;, 因 此 疡 二 15. 因 为 Aylw)w 一 (28,p6 之 0, 所 以 A 二 1w: 从 而 xX 是 
Cw) 的 成 分 . 由 于 (lt 一 LG:N] 一 10, 所 以 (ls 不 可 能 合 
两 个 9 次 不 可 约 成 分 . 从 而 妇 的 9 次 不 可 约 特 征 标 至 和 多 有 一 个 . 因 
此 号 一 定 有 5 次 不 可 约 特 征 标 . 

现在 取 定 C 的 一 个 5 次 不 可 约 特 征 标 X, 则 X| 太 包含 的 一 
个 1 次 特征 标 因为 PN' ,所 以 APP=1p. 从 而 XIP 包含 l1e. 设 v 
是 X|P 的 1 次 成 分 且 v1z. 因为 己 的 任 一 元 素 3 与 其 道 元 处 于 和 N 
的 同一 个 共 二 类 里 ,所 以 XX(y) 一 Xty- 二 XC30). 由 此 推出 xX(y) 是 
实数 , 即 Xx|P 是 实 值 范 数 . 由 于 P 的 1 次 非 主 特征 标 v 其 函数 值 包 
含 本 原 3 次 单位 根 w， 因此 从 xX|P 是 实 值 函数 可 以 推出 txX|P ,ws 
二 (XIP,v*)r, 其 中 是 vy 的 逆 步 特征 标 . 设 UU 二 Kerv. 由 于 P= 
《ayX 了 雪 ) 的 复 特征 标 宕 是 ‘a} 的 复 特征 标 表 与 伺 ) 的 复 特 征 标 表 的 
Kronecker 积 , 因 此 |U| 二 |Kery | 二 |{y€E2Flv(y)==1} 一 3. 显然 
Kerv’ 一 Kery 一 避 . 由 于 XIP 包含 ls, 并 且 v 和 vv 在 X|P 中 的 量 数 
-相同 ,又 | 有 一 |U=1; 因 此 (|I0 ;1c)v 庆 3. 对 于 任意 gE€G, 直 
接 计 算 可 得 (XigUg ,10x-1)ewr-! 一 《XIU,iv)v. 于 是 根据 定理 
5. 14. 1 可知,U 的 任意 两 个 共 罗 子 群 生成 G 的 一 个 真子 群 . 注意 
UU 是 的 一 个 3 阶 子 群 . 由 于 G 有 10 个 Sylow 3- 子 群 , 并 且 它 们 彼 
此 共 辑 . 寺 是 它们 是 PP 和 g.Pgi'( 忆 1 所 9). 假如 giUgr! 与 
er18 1 彼此 中 心 化 ,由 于 它们 分 别 属于 grPgi' 利 gryPgi 而 前 
面 已 证 任意 两 个 Sylow 3- 子 群 的 交 为 {11 ;所 以 giUgr SSE ， 
从 而 它们 生成 一 个 9 阶 子 群 ,这 个 Sylow 3- 于 群 与 gyPgr' 交 于 
ggr 1: 玫 盾 . 因此 和 giUgr i(1 寺 i: 态 9) 两 两 不 咎 此 中 心 化 . 

设 立 是 习 的 共 斩 子 群 并 卫 T 和 Ceft 门 . 设 工 = U,V), 如 果 
LG: 工 ] 王 6, 则 G 兰 ae. 现在 假设 IL|< 之 60. 假如 工会 9 阶 子 群 ,由 于 
UrCZ ,下 此 三 二 区 . 据 前 面 证 得 的 结论 知 此 时 工 生 办. 条 于 产 一 
已 万, 其 中 五 是 4 阶 循环 群 , 所 以 六 中 任 一 3 阶 元 必 属 于 PC 可 验证 
ci 下 ,ad 下 244 天 者 不 是 3 阶 元 ,其 中 xzEE 天 是 五 的 生成 元 ). 由 此 推出 
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CPP, 从 而 YECeC7) 了 矛盾 .因此 已 和 都 是 工 的 Sylow 3- 子 
群 . 由 此 得 出 3x4 或 3X10 能 整 队 || ;从 调 | 工 | 二 12,24 或 30， 

如 果 | 工 一 30, 则 元 有 10 个 Sylow 3- 子 群 :因而 工具 能 有 一 个 
Sylow 5- 了 于 群 仿 ;于 居 信 < 之 荆 ,从 而 CN6etSY. 由 此 则 得 [G1:L|]= 
[GNcCSY] [LNCS): 荆 |], 即 有 [Ne6S)].12. 据 Sylow 定理 ， 
[G: N65S)] 二 ] (mod 5). 从 而 [G: NeCS)] 一 6, 册 此 得 忆 宇 A4. 三 
是 有 144 个 5 阶 元 ,因而 A 有 36 个 Sylow 5- 子 群 ,可 是 具有 6 
个 Sylow5 .于 群 , 予 盾 . 因 此 | 亏 | 关 30. 

如 果 | 亏 二 24, 则 工 有 4 个 Sylow 3- 子 群 , 从 而 五 不 可 能 有 3 个 
Sylow 2- 子 寿 , 臣 此 工具 有 1 个 Sylow 2 子 群 . 申 寺 工 的 元 素 的 阶 
只 可 能 是 1,2,3,4,6,8 训 12; 而 2 阶 元 ,4 阶 元 ,8 阶 元 都 只 能 在 工 的 
唯一 的 Sylow 2- 子 寿 中 ,因此 工 必 有 6 阶 元 ,这 与 前 面 所 证 的 结论 
“GC 没有 6 阶 元 ”六 才 . 内 此 | 工 | 关 24. 

由 上 上 述 得 | 工 | 二 12. 这 时 工 有 4 个 Sylow 3- 子 群 , 共 而 区 只 有 
一 个 Sylow 2- 子 群居 . 假如 天 一 te》, 设 是 工 的 3 阶 元 , 则 ycy 
过 开 , 由 于 天 只 有 一 个 2 险 元 ,因此 cs 一 后, 及 而 we 一 cy 于 是 
32 的 阶 为 6, 矛 钠 . 这 表明 下 是 4 阶 初 等 abel 群 . 

其 次 我 们 断言 人 | 区 ,1 和 一 2. 理由 如 下 ; 因为 ]L/ 玉 | 一 3, 所 
以 天才 .很 如 1 | 二 2; 则 工 有 6 个 1 次 复 特征 标 , 这 时 C17 
夭 12, 国 北 丈 一 六 . 从 而 工 有 3 个 1 次 特征 标 . 由 此 排出 元 只 有 -个 
非 1 次 的 特征 标 6， 其 次 数 为 3. 因此 工 有 4 个 共 忽 类 . 没 cE 丰 ,yyE 
Zr 由 于 yy 天 c ,因此 五 的 3 个 2 阶 元 在 同一 合共 辆 类 里 ,这 是 实 
共 轰 类 .于 是 工 至 少 有 两 个 实 共 纯 类 ,从 而 工 全 少 有 明 个 实 值 特 
征 标 ( 据 习 题 3. 3 的 第 8 题 ). 由 于 17 已 1=3, 因 此 工 的 两 个 非 主 特 
征 标的 1 次 特征 标 其 丽 数值 含 本 原 3 次 单位 根 w. 从 弄 & 是 实 值 特 
征 标 . 由 于 已 的 两 个 非 主 特征 标的 1 次 特征 标 其 函数 值 含 wm, 因 此 
(Bi 1 天 2. 显然 8|U,10) 关 3. 因此 5681 lo 一 1 因为 (XIU 
10) 宇 3, 所 以 | 二 8 二 -加 十 加 :其 中 尺 是 工 的 1 次 特征 标 并 日 和 |U 
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一 1 于 是 站 = 1 一 112. 这 就 证 明了 人 本 ,1 一 2 从 市 也 得 出 
CX ,40) = 2. 

现在 选择 所 的 : :个 共 斩 子 群 克 使 得 殉 民 和 并 且 克 呈 
CoC 站 ,这 一 定 可 以 办 到 ,四 为 己 在 人 中 有 10 个 共 斩 子 群 两 两 不 
逢 此 中 心 化 ,而 艺 只 有 4 个 Sylow 3- 子 群 . 设 了 一 ( 吕 : 克 ?我 们 可 
以 假设 | 荆 | 过 60. 根据 以 上 同样 的 分 析 得 出 | 了 | 二 12. 因为 CL 
门 工 ,所 以 | 站 本 |= 二 3 或 6, 后 者 不 可 能 . 于 是 工 们 TT 一 U. 因为 (x| 
10) 一 2 二 CX|T ,17) 并 上 且 (XV ,1w)==3, 根 据 定 王 5. 14. 1 恒 得 到 
工 和 于 生成 局 的 真子 群 R. 因 为 全 六 Cet07) ,所 太 WOEP, 从 而 信 
站 入 .由 此 得 REN. 优 如 8| | 站 | ,如 RR 会 的 Sylow 3- 子 寿 . 由 于 
UCR, 所 以 U 被 包含 在 RR 的 一 个 Sylow 3- 子 群 内 . 由 于 避 的 任意 
两 个 Sylow 3- 子 群 的 交 为 们 } ,因此 PCR, 从 而 RCN , 牙 盾 . 因此 
9+|RL 与 前 面 的 理由 一 样 ,|RI 关 24. 又 由 于 刃 有 12 阶 子 群 工 ,所 
以 12||R|. 这 妃 使 |R|=60. 因 上 比 G 宇 A. | 

推论 5. 14.1 PSL(2,9) 守 A;. 

证 明 ”我 们 知道 射 形 特殊 线性 群 PSL (x,g) 是 单 群 ,如 果 ”之 
2 并 且 t9) 关 (2,2) 或 (2,3), 我 们 有 

PSL {nyg) = SL(nsgq)/ ZSL {ng)), 

并 且 ZiSL(n,g)) 由 满足 必 =1 的 数量 矩阵 烧 组 成 .从 而 它 的 阶 是 
C9 一 1 ,1). 因此 


|IPSLOa) | = CG — 1n) eo" el[ — 1). 
由 此 得 |PSL(2,9) |=360, 据 定理 5.14.2 即 得 PSL(2,9) 宇 A6. 上 


“$15 群 G 在 特征 不 能 整除 |G| 
的 域 上 的 不 可 约 表 示 


在 本 章 8 12 我 们 证 明了 : 有 限 群 G 在 有 理 数 域 上 的 不 等 价 的 
不 可 约 表示 的 数 日 等 于 C 的 非 共 亏 循 环 子 群 的 数目 . 这 一 节 我 们 
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来 讨论 有 限 群 如 在 特征 为 素数 p 有 F 不 能 整除 |G1 的 域 上 的 不 可 
约 表 示 的 数目 如 何 确定 . 

本 节 中 ,G 是 一 个 指数 为 于 的 有 跟 群 ,天 是 特征 为 素数 p 的 
域 ( 可 以 是 有 限 域 ,也 可 以 是 无 限 域 ), 其 中 ptiG1, 于 是 (pp;m) 一 
1. 


如 果 天 包含 本 诛 可 次 单位 根 , 则 据 定理 5. 11. 6 知道 ,下 是 局 
的 - -个 分 裂 域 . 此 时 ,G 的 不 等 价 的 不 可 约 天 -表示 的 数目 等 于 G 
的 共 斩 类 的 数目 . 于 是 需要 进 … 步 讨论 的 是 ;KK 不 包含 本 原 闫 次 
单位 根 的 情形 . 如 果 下 是 9 元 有 限 域 GF(gq), 则 下 包 合 本 原 mr 次 
单位 根 的 充分 必要 条 件 基 ,gq 二 1(mod m}. 这 只 要 注意 到 天 "是 < 
一 1 阶 循环 群 便 可 知道 . 

当下 不 包 会 本 原 m4 次 单位 根 时 ,我 们 取 一 个 本 原 mr 次 单位 
根 上 ,KK 添加 得 到 一 个 扩 域 廊下 (5). 设 8 在 下 上 的 极 小 多 项 式 
为 F(z) 则 天 次 分 圆 多 项 式 更 .(Cz) 是 了 (xz) 的 信 式 . 从 而 F(z) 的 
根 都 是 本 原 mr 次 单位 根 ,因此 下 = 下 ( 心 ) 是 f(z) 的 最 小 分 裂 域 . 又 
由 于 (pm) 二 1, 因 此 和 多项式 z* 一 1 与 它 的 导数 互 素 ,从 而 x" 一 1 没 
有 重 根 . 于 是 Fr) 也 没有 重 根 ,因此 rz)? 是 可 分 多 项 式 . 据 文献 
[15] p. 275 的 定理 11 得 ,P/ 天 是 可 分 正规 扩张 - 从 而 据 [15] p. 304 
的 定理 2 得 ,有 /及 是 愧 罗 瓦 CGalois) 扩 张 . 

F/K 的 全 部 天- 自 同 构 ( 即 , 域 下 的 保持 天 中 每 个 元 素 不 动 
的 自 同 构 ) 组 成 的 群 , 叫 做 有 7/ 玉 的 伽 罗 砚 群 , 记 成 Gal(F/KK). 由 
于 FF/K 是 Galois 扩张 ,因此 Gal CF/KK) 的 不 动 域 等 于 久 ( 参 看 
E15j p. 297 的 定义 3). 

任 取 cEGal(F/K), 由 于 是 方程 x" 一 1==0 的 一 个 根 ,从 而 5 
在 o 下 的 像 站 (或 者 记 作 06)) 也 是 zx" 一 1=0 的 一 个 根 . 易 知 六 也 
是 本 原 症 次 单位 根 , 因 此 多 一 入 对 于 某 个 满足 (2,m) 一 1 的 正 整 数 
t. 把 这 个 记 作 ea. 我 们 用 Ze) 表示 环 Zn 的 单位 群 . 刚 容 易 
看 出 ;上 映射 zz 一 上 是 Gal FP/ 下 ) 到 UCm) 的 一 个 单 同 态 , 从 而 
Gal(tF/KK) 与 UGm) 的 一 个 子 群 同 构 ， 
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注 1 如 果 天 是 g 元 有 限 域 GF(g), 其 中 & 一 pp", 则 据 徊 罗 瓦 
基本 定理 (参看 [15] p. 301), Gal (F/K) = (rr), 其 中 + 是 
Frobenivs 映射 arya?, 对 一 切 a€ 下 . 显然,": era ,对 一 切 < 
EF. 所 以 本 gw 于 是 Gal(F/K)= {gq,), 


GaAF/KY XGHPG 
{or rt, 


容易 验证 这 个 映射 给 出 了 GalCF/KR) 在 GG 上 的 一 个 作用 . 

定 头 1 GG 中 元 素 z 与 y 称 为 下 - 共 包 , 如 果 存 在 o,EGal(F/K)， 
使 得 zx!' 与» 在 G 中 共 锯 , 即 存 在 gEG, 使 得 g 1x'g=y. 

注 2 如 果 天 一 CPP》 则 从 注 1 得 出 ,G 中 元 察 z 与 y 是 下 - 
共 驾 的 充分 必要 条 件 为 ,存在 &EG 和 非 负 整数 二 使 -zeg 一 少 

容易 验证 ,天 - 共 思 是 GG 上 的 一 个 等 价 关系 ,等 从 类 称 为 避 的 
下 - 共 辊 类 . 

G 的 天- 共 轿 类 与 G 的 共 斩 类 有 什么 联系 ? 设 G 的 全 部 共 因 类 
组 成 的 集合 是 
归 一 {CI srs" ye 
任 取 EGallF/K), 易 验证 Cr( 凤 ,集合 {g'lgEC;})} 是 GG 的 某 一 
个 共 应 类 . 由 此 可 得 ,Gal(F/ 下 ) 在 集合 上 有 一 个 必用. 容易 看 
出 .人 2 在 GaltF/K) 作 用 下 的 每 一 条 轨道 里 的 共 罗 类 的 并 集 怡 好 
是 G 的 一 个 KK- 共 四 类 . 

我 们 将 要 证 明 : G 的 不 等 价 的 不 可 约 下 -表示 的 数目 等 于 局 
的 天 - 共 生 类 的 数目 . 

在 第 四 章 $ 3 中 ,我 们 指出 ,从 群 如 的 一 个 民 - 表 示人 (7) 可 以 
得 到 避 在 大 的 扩 域 上 的 一 个 表示 (FV 其 中 V =FOOxV， 
Pte) 一 Hg) Rg)" 是 V” 上 的 一 个 线性 变换 ,并 且 如 果 plg) 在 
FY 的 一 个 民 - 基 ,ws,…,a 下 的 矩阵 是 tg), 那 必 plg)" 在 V* 
的 相应 的 一 个 F- 基 1a 9 Leoas ps 1 下 的 矩阵 也 是 Dg) ;内 
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是 此 时 把 更 (g) 看 成 域 忆 上 的 皂 阵 . 因此 ?7 提供 的 特征 标 xz 与 9 
提供 的 特征 标 Xs 有 如 下 关系 ，: 
X88) = Xa), YEEC, (C1) 

只 是 Xez 看 成 和 上 的 王 - 什 函数 ,而 加 是 @ 上 的 天 - 值 函数 . 如 果 9 
是 不 可 欧 的 ,ep7 却 可 能 可 的. 上面 我 们 要 研究 好 如何 分 解 ? 

首先 指 山 ,给 了 群 怠 的 -个 六 表示 (Tt 利用 GalCPy 天) 
的 个 元 案 a, 可 以 得 到 群 避 的 另 一 个 六 表示 , 记 成 (1,2M4") ,其 
中 TT" 提供 的 矩阵 表示 六 与 了 提供 的 矩阵 表示 了 有 如 下 关系 :如 
打算 了 泗 T(g) 的 习 , 站 元 是 ; 则 矩阵 了 "C83 的 (i; 门 元 为 克 . 2M 与 
三 作为 域 下 上 的 向 量 空间 是 同一 个 空间 ,为 了 强调 对" 是 表示 了 T” 
的 表示 空间 ,因此 采用 记号 MM". 我 们 把 ("MI) 称 为 (TT,MM) 的 
个 共 应 表示 . 设 了 提供 的 特征 称 为 X, 则 共 斩 表示 T” 提供 的 特征 
标记 作 克 , 井 且 和 容易 看 当 
Ylg) 一 (XE YEEG (2) 
我 们 把 称 为 x 的 一 个 共 刘 特 征 标 . 

我 们 知道 , 群 G 的 FF- 表示 (TT,M) 可 以 “线性 地 ”扩充 成 群 代 
数 FL[G] 的 一 个 表示 , 记 作 了 * ,此 时 表示 空间 好 成 为 了 LG] 上 的 
一 个 左 模 . 令 


天 [G] ~— F BxK[G], 
则 KK[LGY 是 域 正 上 的 一 个 代数 ,并 且 可 以 把 天 [G]# 与 下 [G] 等 
局 , 令 了 “是 由 下 列 下 -代数 同 态 组 成 的 合成 喘 射 : 
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K[GT KR[GY > ME > M,CF), 
则 工 " 是 代数 居 [GJ《 基 ,FEGj]) 的 一 个 矩阵 表示 . 这 里 第 一 个 映 
射 为 o-1601, 之 所 以 需要 这 个 映射 ,是 为 了 使 了 * 保持 数量 彝 法 . 
了 7 在 G 上 的 限制 等 于 人 .也 成 为 FLG] 上 的 一 个 堪 模 . 

闪 易 证 明 , 如 果 (T ,ad 是 群 加 的 一 个 不 可 的 F- 表 示 ; 则 对 于 
每 个 zE Gal(F/ RE) IT at) 也 是 G 的 不 可 约 下 -表示 -〈 用 反 证 
法 ,假如 (IT" ,MP) 可 约 , 则 M" 有 一 个 非 平 玫 的 扎 不 变 子 空间 . 由 此 
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推出 M 也 有 非 平凡 的 G 不 变 子 空间 ,了 矛盾 )， 

我 们 用 记号 IRRCPTG-) ,IRRE CO ,Irrs (GG) 分别 表 示 所 有 不 
辣 构 的 不 可 约 契 FLGJ- 模 ,G 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 FF- 表 示 ,G 
的 所 有 不 可 约 F- 特 征 标 组 成 的 集合 . 从 上 述 结论 得 出 ,Gal (F/K) 
分 别 在 这 三 个 集合 上 二 有 -个 作用 . 我 们 用 Orb (CM) ,Orb (7')， 
Orb 分 别 表 示 本 ,T,X 所 在 的 轨道 

定理 #$.15.1 设 C(y,0) 是 6G 的 一 个 不 名 约 天- 表示, 则 存在 全 
的 一 个 不 可 约 下 -表示 (Tad) ,使 得 


MM 
Dre | 出 ， (3) 
M' EDrbdady) 
后 "| 
= 1 
| Ether 人 


证 明 U0" 一 FOOxU 是 域 玉 上 的 向 量 空 间 . 由 于 是 左 
KK[LG]- 模 ,因此 我 们 可 以 定义 LGJ* 在 U ”上 的 作用 ;使 UT 成 为 
左 KLGJT- 模 (参看 第 四 章 § 3. 2 定义 3 上 面 一 自 ), 即 成 为 左 FLGJ] 
模 . 

不 妨 设 U 蚌 天 [G] 到 极 小 左 理 想 的 直 和 分 解 式 中 的 Li, 与 上 
对 应 的 天 [Gj 的 中 心 本 原 巍 等 元 为 elrEC 4 ;其 中 4 是 天 [GG] 的 
一 个 极 小 双边 理想 ,e, 是 4 的 单位 元 (参看 第 二 章 3 的 公式 (1)， 
《2 (37 C4)). 由 此 得 出 ,对 于 如 中 每 个 元 素 ww, 有 ww=w. 妈 ,e 
在 上 上 的 作用 是 上 的 恒 等 变 换 . 

设 FLG] 的 全 部 中 心 本 原告 等 元 组 成 的 集合 为 

W 一 (人 ,e299 }. 
碟 FLG-- 模 [7 可 以 分 解 成 一 些 不 可 约 左 FLGJ]- 模 的 直 和 ,其 中 每 
一 个 不 可 的 左 F[GJ]- 模 对 应 于 FF[Gj 的 一 个 中 心 本 原生 等 元 . 因 
此 只 要 知道 了 这 些 中 心 本 原 宪 等 元 , 便 可 以 知道 zz 的 不 可 约 成 
分 . 

任 取 coEGal(F/K}), 则 at91 是 环 KG" 的 一 个 自 同 构 . 从 而 
KG* 的 中 心 本 原 震 等 元 在 a81 下 的 像 仍 是 中 心 本 原 短 等 元 . 因此 
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Gal( 玉 /KK) 谈 导 了 在 集合 W 上 的 一 个 作用 . 

由 于 e 是 天 LC] 的 中 心 笑 等 元 ,因此 1Ce, 是 天 LC] 的 中 心 老 
等 元 ,从 而 1@9e1 可 以 分 解 成 [GJ 的 一 些 中 心 本 原 蜂 等 元 之 和 ， 
设 19e 的 分 解 式 为 

1 的 el 二 各 十 名 十 下 十 马 : 《5》 
由 于 19el 被 任意 ao 多 1 保持 不 动 ,因此 (5) 式 右 端 出 现 的 ,2 ，*…， 
到 组 成 的 集合 是 研 的 若干 条 轨道 的 并 集 . 我 们 进 “ 步 可 证 ,恰好 
是 一 条 轨道 . 假如 有 几 条 坦 道 ,用 "表示 第 1 条 轨道 中 元 素 之 和 ,用 
az" 表示 第 2 条 轨道 中 元 素 之 和 ，…… ;等 等 . 则 
1 人 Oe 二 首 十 可 十 …， 6) 
并 且 站 ,2",… 痢 被 10691|oEGalCF/K)} 固 定 . 对 于 yEK[GJ ,由 
于 GalCF/K) 的 不 动 域 是 下, 因此 ,y 被 -- 切 o691 固 定 的 充分 必要 
条 件 是 yE 天 ELG]( 证 明 这 一 事实 还 需要 用 到 推论 4. 1. 4). 于 是 忆 ， 
zi, … 都 属于 天 [GT 从 而 得 出 ,e; 能 分 解 成 [LG] 里 的 正 交 中 心 竺 
等 元 ,8% 之 和 ,这 与 el 是 天 [GJ] 的 中 心 本 原 左 等 元 巴 霸 ,所 以 
(5) 式 右 端 的 ,82，,… ,6 恰好 组 成一 条 轨道 . 从 而 可 设 = 二 (C6,@ 
1)a(7 一 2,3,-… ,月 ), 注意 这 里 的 2 的 了 是 下 标 ,与 前 面 用 的 记号 
0 的 + 有 不 辣 合 六， 

在 状 LG 了 了 ( 即 ,FLC]) 到 极 小 左 理想 的 直 各 分解 式 中 , 设 好 是 
与 再 对 应 的 一 个 不 可 约 左 FLG]- 模 ,了 是 M 提供 的 代数 下 [Gj 的 
短 阵 表示 . 容易 验证 ,z 在 M”* 上 的 作用 是 恒 等 变 换 ( 这 只 要 验证 
类 阵 工 "C5)) 是 单位 矩阵 即 可 》. 从 而 M5 是 再 对 应 的 不 可 约 左 
FL[GJ- 模 ,7=2,3,…, 衣 . 因此, (MM, ,M"*}) 是 IRRCF[GD]) 的 
一 条 轨道 . 

设 下 LGJ 到 棚 小 堪 理 想 的 一 个 直 和 分 解 式 为 

FI[GI= Wu 人 Bw BW, DOW DBW,， (7) 

其 中 王位 厂 8 当 县 忆 当 # 一 有 一 村 全 与 本 对 应, 一 1 2 

r. 我 们 儿 道 ,到 在 环 ,-. 上 的 作用 是 恒 等 变换 ,而 2 在 态 :. 上 的 作用 
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是 零 变 换 ( 当 关门 . 设 
UF AW DuW PD DLW,, (8) 
风 
《1 Xe- DU 宇 十 六 十 王 十 2 CW iWa BD BiW,) 
= Wi BluW BB huWn 


= MODLM: DDIM. (9) 
由 于 [一 FeogD7 ,从 而 (1C9eDDU* 一 U*. 翌 此 从 09) 式 得 
Ur = 1M BLM DBM. C10) 


任 取 asE GallF/K), 易 看 出 , (oOO1DU7 一 Ur.《10) 式 表明 ,U! 同 构 
于 六 个 本 ;二 个 Mb 个 M% 的 直 和 .由 于 (oDU0 =U", 因 此 
U7? 又 辐 构 于 0 个 机 :2 个 Mosh 个 MM 的 直 和 (这 了 从 矩阵 表 
示 容 易 看 出 ), 即 
Ur MD lM Bo DM {11) 
利用 Jordan-Hslder 定理 ,并 且 注 意 到 e 的 任意 性 以 及 {M ,M3， 
ai) 是 一 条 轨道 ,人 恒 得 出 
在 一 一 一 (12) 
让 而 得 到 C3) 式 和 (4) 式 ， 上 

从 定理 5. 15. 1 的 证 明 过 程 中 看 出 ,天 [G] 的 每 一 个 中 心 本 原 室 
等 元 对 应 于 ELC] 的 中 心 本 原 短 等 元 的 一 条 轨道 (在 Gal(EV/ 开 ) 诱 
导 的 作用 下 ) ,反之 亦 然 . 因此 天 [0 的 中 心 本 原 团 等 元 的 数目 等 
于 FLGj 的 中 心 本 原因 等 元 的 轨道 条 数 . 

从 定理 5. 15.1 还 可 以 看 到 ,每 一 个 不 可 约 左 天 [G]- 模 对 应 于 
IRR(CF[G 有 的 一 条 轨道 (在 Gal(F/K) 的 作用 下 ,反之 亦 然 ,并 且 
不 同 构 的 不 可 约 左 天 LGJ]- 模 对 应 于 IRRCFLG]) 的 不 同 的 轨道 , 因 
此 ,不 同 构 的 不 可 约 左 天 LGj- 模 的 数目 等 于 IRRCFTIC]) 的 轨道 素 - 
数 . 由 此 得 出 , 群 G 的 不 等 价 章 不 可 约 天 -表示 的 数目 等 于 
IRRs(G) 的 轨道 素数 . | 

设 上 是 避 的 不 可 约 民 - 表 示 (W,U) 提 供 的 特征 标 , 从 (4) 式 和 

259 


(1) 式 得 
k= >， 和， (13) 
x ENrbixy 
其 中 x 是 避 的 不 可 约请 表示 工 提 供 的 特征 标 . 由 此 得 出 ,C 的 不 
可 的 天 特征 标的 数目 等 于 Irrs (6G) 的 轨道 条 数 , 从 而 也 等 于 
IRRrCG) 的 轨道 条 数 ( 因 为 了 是 群 G 的 分 裂 域 ). 结合 上 一 段 的 结 
论 便 得 到 
推论 5. 15. 1 如 果 域 玉 的 特征 户 不 能 整除 群 心 的 阶 , 则 C 
的 不 等 价 的 不 可 欧 天 -表示 前 数目 等 于 G 的 不 可 约 天 -特征 标的 数 
日 . 从 而 G 的 两 个 不 可 约 天 -表示 等 价 的 充分 必要 条 件 为 它们 提 
殿 的 特征 标 相等 . 上 
从 推论 5. 15. 1 与 定理 3.2. 4 得 出 , 设 天 是 特征 不 能 整除 群 C 
的 阶 的 任 一 域 ; 则 CG 的 两 个 不 可 约 久 - 表 示 等 价 当 且 仅 当 它 们 提 
供 的 特征 标 相 等 . 这 个 结论 改进 了 推论 3. 2.2 的 结果 ,把 “天 是 C 
的 分 异域 "这 一 条 件 去 掉 了 . 
推论 5.15.2 设 IrrxC6) 一 {ype 抽风 襄 ,pws-… ,ps 是 
下 -线性 元 关 的 . 
证 明 设 
Rig kopea 十 十 天 太一 0， kcE€EK, 《14) 
设 Tree 被 划分 成 条 轨道 中 ,其 中 A 对 应 于 人 一 
1;,2,…;s. 于 是 据 (13) 式 得 


A Xt hl Xt Th 《15) 
因为 rrxG) 中 元 素 是 下 线性 无 关 的 ， 从 015) 式 得 由 
=k= k= 0， 


了 而 msma sp 基 下 -线性 无 关 的 . 1 | 
命题 5. 15.1 设 是 G 的 一 个 KK- 特 征 标 , 则 在 G6 的 每 个 
必 - 共 炙 类 上 取 常 数值 . 
证 明 设 x 与 y 基 GG 里 的 K- 共 声 元 素 ,; 则 有 so.EGal(F/K)， 
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使 得 六 与 在 避 中 共 斩 . 从 而 得 出 
ft = AD)， 《16)》 
设 w 是 所 的 矩阵 表示 更 提供 的 特征 标 , 设 更 (zxz) 的 特征 多 项 
式 为 (0). 央 为 xz*==1; 所 以 更 (x)”" 二 了 其 中 了 是 单位 夭 阵 ;从 而 
站 (加 的 根 都 是 着 次 单位 根 , 设 它们 为 后 ,如 ,br 二 是 
RE 一 了 (有 (rr 一 全 十 全 十 … 和 十 站 (C17) 
由 于 更 4z 一 更 Cr 而 更 (rz 关 的 特征 客 项 式 的 根 为 全 和 和 ， 
zx 国 此 
OTD 一 了 (有 Cr = FO (18) 
由 于 gtx)EK, 因 此 


AZ》 = Cg) = (二 bi 二 二) 
一 于 和 十 一 和 Ce 《19) 
从 C6) 和 09) 式 得 出 - 
HL) = Ht). (C20 


因此 在 G 的 天 - 共 恩 类 上 取 常 数值 ， 1 

类 似 于 命题 5. 15. 1 的 证 明 , 并 且 利 用 (2} 式 ,我 们 可 得 出 

命题 5. 15.2 设 X 是 GG 的 .个 下 特征 标 , 则 对 于 任意 有 aE€ 
Gal(F/K}, 有 

re = Xs), veeEG. | {21) 

在 的 天 - 共 罗 类 上 取 常 数值 (€ 天) 的 通 数 称 为 G 的 KK- 共 轿 
类 函数 . 由 于 忆 的 天- 共 辑 类 是 EC 的 一 些 共 斩 类 的 并 集 , 因 此 C 的 
每 个 下- 共 力 类 画 数 是 避 的 天 值 类 消 数 . 从 而 容易 看 出 ,2 的 所 有 
玉 - 共 固 类 肖 数 组 成 的 集合 , 记 作 CACG) ,是 G 的 拓 值 类 画 数 空 
间 CFfxtG) 的 -个 线性 子 室 间 . 现在 我 们 可 以 来 证 明 这 一 节 的 主要 
定理 : 

定理 5. 15. 2 设 台 是 有 限 群 ,入 是 特征 为 康 数 pz 且 不 能 鉴 
除 I | 的 域 , 则 G 的 不 等 价 的 不 可 约 天 -表示 的 数 具 等 于 安 的 五 - 
共 生 类 的 数目 . 

证 明 设 有 的 指数 为 和 ,如 果 丽 血 售 一 个 本 原 关 次 单位 根 
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7, 则 天 是 G 的 一 个 分 裂 域 . 从 而 此 时 的 不 等 价 的 不 可 约 下 - 表 
示 的 数 日 等 于 全 的 睦 堪 类 的 数目 . 此 时 ,下 (8) 一 天 ,因此 
Gal(KK(6) /KR) 内 会 一 个 元 素 : 下 上 的 恒 等 变换 . 从 而 如 的 天- 共 斩 
类 就 是 G 的 共生 潜 . 

下 面 设 天 不 包含 本 原 六 次 单位 根 . 取 一 个 本 原因 次 单位 根 
上 ,他 下 一 政 ()， - 

设 避 有 r 个 怀 - 共 轿 类 ,它们 的 代表 元 分 别 为 ziyzs， rr 则 
0 的 每 个 下 - 共 罗 类 两 数 了 完全 被 + 元 有 序 组 (fz), 了 T(rs) ee， 
了 (7 决定 从 而 下 CFCG) 与 KK' 同 构 . 因此 dimxKCFCG) 二 x. 

| 设 Hl 是 安 的 全 部 不 可 约 天 -特征 标 . 据 命 题 5. 15,1 

种 推论 5. 15. 2 知道 ,mm ype, yp 是 玉 CY(G) 里 的 一 组 线性 无 关 的 
向量 . 如 果 我 们 能 证 明 每 个 下- 共 二 类 函数 请 可 以 由 pvp sp 
下 -线性 表 出 .那么 由 ,六 是 天 CCG) 的 一 个 天 - 基 . 由 此 得 
出 ,= 一 5 

任 取 wmEGalCPF/R) ,由 于 了 是 天 值 函数 , 因 此 


fr 一 rr) 民生. (22) 
我 们 规定 
fitr}= (fr, YrxrEG. (23) 
从 (22) 式 得 
f=, 《24》 


即 ,2 的 每 个 玉 - 共 三 类 函数 了 在 GalGFy/ 天) 作用 下 保持 不 动 . 
显然 ,对 于 任意 XEG,z 与 x 是 KK- 共 轿 的 .因此 

HI= fxr), YriEG. (25) 
从 而 

(xr) = fxr), VE {26) 
也 是 G 的 天 和 值 类 函数 ,从 而 了 可 着 成 是 6G 的 下 慎 类 函数 .由 于 
下 是 局 的 分 裂 域 , 据 定 理 3.2.7 知 道 ,G 的 全 部 不 可 约 -特征 标 
XeroXo 是 Cfr(G) 的 一 个 FF- 基 . 因此 有 
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f= Pax aEF. (27) 
;一 ] 


据 推论 3. 2. 4 得 
di 二 <f ,XY}, 1 一 ls2 2 ) 
于 是 
= f= [1 ID fe ))" 
训 包 7 
= 1G1 CF a rte) 
EE 
= | 个 |- > f(a dg ) 
Ed 
= |G oO FO 
FE 
一 《了 和》 i 本 
由 于 Gal(FP/ 玉 ) 的 不 动 域 是 天 ,从 上 式 得 出 
ai 宝玉， 了 一 1 2eym， (29) 
所 以 
f= as， P= {30) 
于 是 得 出 
Pax = f=f= Da (31) 


由 于 是 GalCF/K) 中 任 一 元 素 ， 因此 从 (31) 式 得 出 ， IrreCG) 的 
处 于 同一 条 轨道 上 的 元 素 在 的 表达 式 中 的 系数 相等 . 设 Irrs CG) 
被 划分 成 3 条 轨道 [Fi + {2 ™™ ;2,; 其 中 轨道 2 对 应 于 必 * 央 C30) 式 
可 以 改写 成 


f= 2 SX). (32) 
由 于 心志 DX ,因此 (32) 式 成 为 
EA 
= 之 Ti - {33) 
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这 表明 上 可 以 由 ms 天 :线性 表 出 1 

推论 5. 15.3 设 天 是 特征 卢 不 能 整除 赔 上 的 阶 的 域 , 则 
[Gj] 的 本 不 中 心 熏 等 尼 的 数目 等 于 G 的 天 共 鲁 类 的 数 日 ， | 

推论 5. 15.4 设 居 =GFtg),g 一 户 , 记 个 能 整除 群 局 的 阶 , 设 
BB 9B, 是 侣 的 个 部 天- 共 因 类 ,用 5, 表示 8B, 中 元 素 的 和 ( 称 
5; 是 玉 - 共 轩 类 的 类 和 ), 则 

人 =b j= 1,2 ys. (C34) 

《 注 : 等 式 (34) 在 讨论 群 代数 码 的 问题 时 有 用. ) 

证 明 据 准 论 5. 15. 3, 可 设 KK[G] 的 全 部 中 心 本 原 协 等 元 是 
epreaeer 设 papa sp 是 如 的 全 部 不 可 约 下 -特征 标 ; 日 的 
次 数 为 mrG 一 1,2, 5). 据 引 理 3. 2.2, 得 


[ed raat, Dg, 1 一 Ty 《352 
7 Ed 


如 果 工 与 ;是 天- 共 固 , 则 与 3 :也 天 - 共 辑 -因此 当 & 跑 过 吾 ， 
中 元 素 时 ,wtg ') 取 常数 值 . 从 而 


ee Dkibis EE K, i= 1,2,.,5. (36) 


稳 此 elE towvB2071 二 1;2;… 5 由于 局 前 共 生 类 的 类 和 ei 
Ca er 是 Z(K[G 的 一 个 下 - 基 , 而 每 个 5 是 一 些 类 和 的 和 (这 
中 因为 B; 是 一 些 共 四 类 的 并 集 ) ,因此 ,BB,…', 是 民 - 线 性 无 
区 的 . 又 易 刘 在 1 是 天 :线性 无 关 的 ;由 上 上 上述 得 出 

《el err es = CD bs sh ). C37) 
从 而 每 个 5 是 ey ,es，…,e, 的 天 -线性 组 合 . 由 于 当 i 关 7 寺 ,eie, 二 
0, 并 且 帮 一 GF (gq) 中 和 伴 个 元 素 a 满足 0 一 2 因此 六 一 六 人 7 一 1:2， 
| 


“第 六 章 。” 紧 致 群 的 线性 表示 


在 第 一 章 $1 我 们 就 指出 :利用 群 避 的 线性 表示 可 以 研究 忆 
的 结构 . 为 了 研究 拓扑 群 的 结构 ,通过 研究 它 的 线性 表示 是 .条 
途径 . 党 致 拓扑 群 的 线性 表示 在 许多 方面 英 似 于 有 限 群 的 线性 表 
示 . 本 章 就 来 介绍 紧 致 拓扑 群 的 线性 表示 的 理论 . 


S$1 拓 扑 群 


1.1 拓扑 空间 


本 节 介 绍 插 扑 宇 间 的 一些 基本 概念 和 基本 结论 . 想 了 解 这 些 
结论 的 证 明 的 读者 ,请 看 4 基础 拓扑 学 3(M. A. Armstrong 著 , 孙 
以 丰 译 , 李 同 用 校 , 北 京 大 学 出 版 社 ,1983)， 

定 六 1 集合 上 的 一 个 拓扑 是 由 六 的 子 集 构 成 的 一 个 非 
室 组 , 它 的 成 员 叫 做 开 集 ,它们 满足 下 列 要 求 : 和 任意 多 个 开 集 的 并 
集 是 开 集 ,有 限 多 个 开 集 的 交集 是 开 集 ,X 与 空 集 是 开 集 . 集合 配 
备 了 它 上 上面 的 一 个 拓扑 以 后 叫做 一 个 拓扑 室 间 . 

在 维 欧 氏 空 闻 EF 的 “通常 ?拓扑 中 , 开 集 的 刻画 如 下 . 集合 
U 为 开 和 集 , 假 如 对 于 xEUV, 总 可 以 找到 正 的 实数 ,使 得 以 zz 为 中 
心 , 为 半径 的 球 整 个 落 在 UV 内 .容易 验证 ; 它 满足 定义 1 中 的 三 
条 让 求 . 因此 EF" 配备 了 这 个 拓扑 以 后 成 为 拓扑 空间 . 今后 每 当 提 
到 EE" 时 ,我 们 总 认为 给 的 是 这 个 拓扑 . 

若 并 为 扫 扑 空间 ,了 为 王 的 子 集 , 了 上 的 子 空间 拓扑 ,或 诱导 
拓扑 是 以 壬 的 开 集 与 了 的 交 作 为 这 个 拓扑 的 开 集 而 定 立 的 .如果 
拓扑 空间 站 的 子 集 了 配备 了 子 空间 拓扑 ,那么 称 工 是 互 的 子 室 
向 . 

一 个 极端 的 情形 是 xX 上 的 离散 拓扑 . 这 时 ,XX 的 匀 一 个 子 集 
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都 是 开 集 . 这 是 在 一 个 给 定 的 集合 环 上 所 可 能 上 朋 的 最 大 拓扑 (如 
果 一 个 拓扑 包含 了 另 . -个 拓扑 内 所 有 的 开 集 , 则 说 它 "大 二 ”另外 
那个 拓扑 ), 具有 高 散 扩 扑 的 空 介 叫做 离散 宝 间 . 例如 , 若 我 们 取 
Er 内 具有 整数 坐标 的 全 体 点 ,并 给 以 子 空间 拓扑 , 则 所 得 的 是 离 
散 空 间 . 

拓扑 空间 的 子 集 叫 做 条 集 , 假 如 它 的 余 集 是 开 集 . 空间 区 的 
一 个 子 集 可 以 既 不 是 开 的 ,也 不 是 闭 的 . 例如 ,E? 内 满足 z+ 宇 9 与 
3 之 0 的 点 (x; 和 ) 的 合体 所 构成 的 集合 .但 是 ,一 个 子 集 也 可 以 间 时 
基 开 的 又 是 闭 的 - 例如 ,最 空 间 芒 为 天 内 满足 zr 衬 1 或 z 委 一 1 的 
所 有 的 点 Cr 构成 ,具备 由 E: 诱 导 的 折 扑 .和 内 第 一 个 坐标 为 
正 的 点 所 构成 的 子 集 是 苹 内 既 开 又 闭 芍 子 集 (但 它 当 然 不 是 FF 
的 开 集 }. 由 余 集 的 De Morgan 公式 立即 得 出 : 任意 多 个 闭 集 的 交 
集 为 闭 集 ,有 限 多 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 . 

对 于 将 扑 室 间 和 的 点 zx, 我 们 称 区 的 子 集 N 浆 工 的 邻 域 , 假 
如 可 以 找到 开 集 O; 满 足 xEOCN, 

一 个 子 和 集 为 开 集 , 当 且 仅 当 它 是 它 自 己 每 个 点 的 邻 域 . 

设 4 为 拓扑 空间 所 的 子 集 ,点 产 E 己 叫做 4 的 极限 点 ,假如 
的 每 个 邻 霹 包 含 了 有 A 一 {Pp} 的 至 少 一 点 . 

一 个 子 集 为 闭 集 , 当 且 仅 当 它 包 含 了 自己 所 有 的 极限 点 . 

人 4 与 它 所 有 的 极限 点 的 并 集 叫 做 4 的 了 困 包 , 记 作 4.4 的 于 
包 是 最 小 的 包含 4 的 闭 集 , 换 句 话说 ,是 包含 4 的 一 切 闭 集 之 变 . 

一 个 集合 为 诸 集 , 当 有 上 且 仅 当 它 等 于 让 已 的 闭 包 . 

闭 包 等 于 整个 空间 的 集合 叫做 是 稠密 的 . 稠密 集 与 空间 的 任 
何 开 集 相交 - 

集合 4 的 内 部 是 包含 于 4 的 所 有 开 集 之 并 , 记 作 4. 一 点 工 
属于 4 的 内 部 , 当 且 仅 当 4 是 zz 的 邻 域 , 开 集 是 它 自己 的 内 部 . 

集合 4 的 边界 是 4 的 闭 包 与 下 一 4 的 闭 包 之 交 . 一 个 等 价 的 
定义 是 到 内 既 不 属于 4 的 内 部 ,及 不 属于 下 一 A 内 部 的 点 所 构成 
的 集合 . 
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设 集 合生 上 有 了 :个 拓扑 ,8 为 这 个 拓扑 的 一 组 开 集 ,使 得 
每 个 开 集 可 以 与 成 吕 中 成 员 的 并 集 , 则 六 叫做 这 个 拓扑 的 一 个 拓 
扑 基 .一 个 等 价 的 陈述 方式 是 对 于 任意 点 <EX ,以 及 工 的 邻 域 
N, 有 六 的 成 员 B 使 得 XxE€ BSN 例如 ,到 站 为 实数 轴 了 RC 芭 ,EE!)， 
全 体 开 区 和 讲 构 成 一 个 拓扑 基 . 而 具有 有 理 数 端点 的 开 区 癌 全 体 构 
成 一 个 更 小 些 的 拓扑 基 '{ 注 意 这 第 二 个 拓扑 基 是 可 数 的 ). 因为 所 
右 基 数 上 所 成 的 集合 是 良 序 集 ,所 以 在 拓扑 空间 革 的 所 有 拓扑 基 中 
存在 具有 最 小 基数 的 哲 扑 基 , 这 个 最 小 基数 称 为 拓扑 空间 外 的 
权 . 


用 给 出 “个 拓扑 基 的 办 法 来 描述 拓扑 结构 往往 是 很 方便 的 . 

设 是 由 多 的 子 集 构成 的 一 个 韭 空 组 , 若 8 内 有 限 多 个 成 员 
的 交 仍 属于 8, 并 且 若 JB 一 X, 则 8 是 XX 上 某 个 拓扑 的 拓扑 基 . 

定义 2 设 总 与 了 为 拓扑 空间 . 映射 /:XX>Y 称 为 连续 映 
射 , 如 果 对 于 外 的 每 点 z; 以 及 Az) 在 Y 内 的 任意 邻 域 NN, 集 合 
了 CN) 为 xz 在 人 内 的 邻 域 .映射 了 : 关 =Y 叫做 是 一 个 同 肚 , 如 果 
它 是 一 对 一 ， 过 续 满 射 , 并 且 有 连续 的 道 映射 . 如 果 这 样 一 个 映射 
存在 , 唱 称 夸 同 星 于 了 ,或 蕊 拓扑 等 价 于 了 了. 

连续 性 的 概念 用 开 集 来 陈述 特别 方便 . 设 与 Y 为 拓扑 空 
间 , 从 苹 到 了 的 映射 连续 , 当 目 仪 当 Y 的 每 个 开 集 在 瑟 内 的 原 像 
是 天 的 开 集 ， 

连续 映射 的 合成 为 连续 映射 . 

设 半 与 了 为 拓扑 空间 . 设 f: 和 ~Y 连续 ,并 且 设 AAE 芝 具 有 
子 室 间 拓扑 , 则 限制 瑞 射 站 4: 4 了 连续 . 

从 XX 到 久 把 每 点 上 映 到 自己 的 观 射 叫做 的 恒 等 映射 , 记 作 
1x- 老将 1x 限制 在 基 的 子 空 闻 4, 则 得 到 含 入 映射 

i: AC> X. 

设 叉 与 了 为 拓扑 空间 .下 列 各 条 是 等 价 的 ， 

ti) 六 和 了 是 连续 映射 

(ii) 车 8 是 Y 的 一 个 条 扑 基 , 则 8 内 每 个 成 员 的 原 像 为 于 的 
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开 集 ; 

5iiy AOD 守 了 CD) ,对 于 天 的 任何 子 集 4; 

(iv) BC 1(B), 对 于 的 任何 子 集 ; 

Cv) 内 任何 闭 集 的 河 司 为 区 的 闭 集 . 

例 6.11 设 忆 为 复 平面 上 的 单位 圆周 ,配备 以 子 空间 拓扑: 
芭 间 [o,1) 给 以 实数 轴 的 子 空间 拓扑 . 定 交 [0,1) 一 C 按照 
xz) 一 es 我 们 来 说 明子 是 连续 上 映射, 取 的 全 体 开 驮 段 作为 
的 一 个 拓扑 基 . 若 呈 申 3 不 包含 复数 1, 由 广 '45) 是 形 如 (Ca) 的 
开 区 间 , 其 中 0<Za<<5 之 1. 习 此 了 'S) 是 [0,1) 内 的 开 集 . 若 弧 段 
S 含有 1; 则 . 广 'CS) 具 有 形状 如 [0,a)U CT) ,其 中 0<a<5<1. 
因为 它 是 实数 加 的 开 和 集 ( 一 1,a) UB,1) 与 [0,1) 的 交集 ,所 以 它 是 
[0,1}) 内 的 于 集 . 据 上 述 的 位), 7 是 连续 的 , 这 个 上 映射 还 显然 是 双 
射 , 但 是 , 它 的 赣 映 射 却 不 是 连续 的 . 为 了 看 出 这 一 点 ,只 知 找 到 
[0， 1 的 并 集 〇 ， 使 得 CD-1609) 一 AD) 在 C 内 不 是 开 集 - 取 加 为 
区 间 | 0, 志 | :这 在 [o,D 内 是 开 集 ,但 它 在 指数 映射 之 二 的 父 是 C 


内 满足 0sargz< 的 复数 xz 的 集合 ,这 个 集 侣 在 C 内 不 是 开 集 . 

特 开 集 映 为 开 集 的 映射 叫 做 开 上 映射 ;将 闭 集 映 为 闲 集 的 映射 
叫做 闭 映射 . 

拓扑 空间 有 X 到 拓扑 空间 及 ( 即 , 吾 ) 内 的 连续 映射 称 为 系 上 的 
空 值 连续 函数 . 有 这 样 的 结果 : 空间 到 空间 及 内 的 映射 上 在 点 
eaEX 处 连续 的 充 要 条 件 是 对 每 一 个 正 数 e, 在 蕊 中 存在 点 a 的 邻 
域 避 ,使 得 当 xzEU 时 ,有 | (zx) 一 fa) | 过 e. 

车 拓扑 空间 的 任意 不 同和 的 两 点 分 别 包 含 于 不 相交 的 两 个 并 集 
内 , 则 称 为 Hausdorftf 空间 ， 

拓扑 空间 的 紧 致 性 是 实数 轴 上 上 有 界 闭 区 间 的 一 个 熟知 的 性 质 
的 推广 . 这 个 性 质 是 , 在 有 界 闭 区 间 中 每 一 无 限 集 都 有 极限 点 ;从 
有 和 界 闭 区 间 的 每 一 开 集 窒 盖 中 可 以 选取 有 限 个 开 集 来 竹 盖 这 有 界 
闭 区 间 . 
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设 蕊 为 拓扑 空间 ,有 多 为 XX 的 一 组 开 和 集 . 它 们 的 并 集 是 整个 
下 ,这样 的 一 组 开 集 叫做 天 的 一 个 开 覆 议 . 若 "是 多 的 一 个 子 
组 ,并 且 若 B=X, 刘 7' 叫 做 多 的 一 个 子 覆盖 

定义 3 拓扑 空间 六 紧 致 ,假如 XX 的 任何 开 覆 盖 包 含有 限 子 
烤 盖 . 
拓扑 室 间 专 的 子 集 上 称 为 紧 臻 子 集 , 如 果子 空间 C 是 紧 致 空 
间 . 可 以 证 明 : 欧 氏 空间 内 的 有 界 团 集 是 紧 华 子 集 . 

紧 致 空间 具有 非常 好 的 性 质 : 

1) 在 紧 致 空间 上 定义 的 实 值 连 续 函 数 是 有 界 的 ,并 达到 它 
的 工 下 确 界 . 

2) 紧 致 空间 内 的 无 限 子 集 必 有 极限 点 . 

3) 紧 致 性 是 空间 的 拓 村 性 质 . 即 , 若 基 紧 致 ;并 且 贸 同 胚 二 
Y, 则 Y 也 紧 致 . 

4) 紧 致 空间 的 连续 像 是 紧 致 的 . 

5) 紧 数 空间 的 闭 子 集 是 紧 致 的 . 

6) Hausdorff 空间 的 紧 致 子 集 是 闭 集 ， 

7) 从 紧 致 空间 天 到 Hausdorff 空间 了 的 连续 双 射 是 一 个 同 


8) 欧 氏 空间 内 的 紧 致 子 集 是 有 界 闭 集 . 
拓扑 空间 叫做 局 部 紧 致 ,假如 它 的 每 点 有 一 个 紧 致 邻 域 . 
定义 4 设 久 与 7 为 拓扑 空间 ,名 为 区 XY 内 形状 如 UxV 

的 子 集 组 ,其 中 串 为 X 的 开 集 ,V 为 Y 的 开 集 . 则 )B 一 XXY， 

并 且 多 中 任意 两 个 成 员 的 交集 属于 多 . 因此 名 构 成 XxXY 上 的 

一 个 拓扑 基 ,这 个 拓扑 叫做 乘积 拓扑 ,集合 和 xy 配备 了 乘积 拓扑 

之 后 叫做 葬 积 空间 . 这 种 构造 对 于 有 限 多 个 空间 作 乘积 也 完全 适 

用 . 车 Xi,X:，…,'X, 为 拓扑 空间 , 则 乘积 集合 XX XsX… XX， 

上 的 乘积 拓扑 ,以 形状 如 UiXUsx… XU, 的 集合 构成 它 的 一 个 

拓扑 基 , 其 中 局 是 成 的 开 集 ,1<a<r， 
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按照 P(rsy) 一 x, Pstzxyy) 一 y 而 定 儿 的 映射 Pi: 大 了 > 
玉 ,P; 久 XYY 叫做 投影 . 

若 成 X 立 具有 乘积 拓扑 , 贴 投影 为 连续 开 映 射 . 厄 积 拓扑 是 六 
XY 上 使 两 个 投影 都 连续 的 最 小 的 拓扑 . 

往 后 ,每 当 提 起 蕊 xyY 总 假定 它 具 有 乘积 抽 补 ,并 假定 天 与 
Y 部 韭 空 . 

蜡 射 站 ; 2 一半 XY 连续 , 当 震 仅 当 两 个 合成 映射 Pif: 2Z 一 筷 ， 
Psf: ZY 都 连续 . 

乘积 空间 成 X7 为 Hausdorff 空间 , 当 且 人 妈 当 大 与 了 为 
Hausdorff 空间 . 

XXY 紧 致 , 当 且 仅 当 蕊 与 了 都 紧 致 ， 

定 闵 5 拓扑 空间 且 是 连通 的 ;假如 当 它 分 解 成 为 两 个 非 空 
子 集 的 并 集 43UB 时 , 则 互 仆 B 关 名 ,或 ANB 多 . 

拓扑 空间 的 子 集 叫做 是 连通 子 和 集 . 假 若 给 以 诱导 拓扑 时 它 成 
为 一 个 连通 空间 . 

对 于 拓扑 空间 六 , 下 列 条 件 是 等 价 的 : 

(i) 天 连通. 

(ii》 下 内 同时 为 开 集 与 闭 集 的 子 集 只 有 下 与 空 集 . 

证) 有 不 能 表示 为 两 个 不 相交 非 空 开 集 的 并 集 . 

(iv) 不 存在 连续 满 映 射 从 下 到 一 个 多 于 一 点 的 离散 拓扑 空 
间 上 去 . 

过 通 空 间 的 连续 像 是 连通 空间 . 

连通 性 是 空间 的 拓扑 性 质 . 即 , 若 大: 下 ~*Y 为 同 凸 , 则 关连 
通 , 当 且 仅 当 了 连通 . 

设 入 为 拓扑 空间 ,Z 为 的 子 集 .车 Z 连通 ,并 在 筷 内 称 密 ， 
则 臣 连通 . 

若 区 与 了 蚌 连 通 空间 , 则 乘积 空间 镀 xXY 是 连通 的 . 从 这 个 
结果 立刻 知道 n 维 欧 氏 空 间 是 连通 的 ,因为 它 是 实数 轴 的 个 挡 
由 的 习 积 . 其 次 ,考虑 E”"1! 内 的 单位 球面 5*,n 实 1.5" 称 为 a 维 球 
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面 ,如 果 它 是 由 忆 ” 内 到 原点 的 更 离 等 于 1 的 点 构成 ,并 采取 子 空 
间 拓 扑 . 如 果 我 们 从 S" 除去 一 点 , 则 得 到 同 肽 于 E" 的 一 个 宇 间 . 
但 当 = 之 1 时 ;除去 一 点 的 5 在 S* 内 的 闭 包 是 整个 5S", 因此 当 。 
涯 1 时 5S" 为 连通 空间 . 又 环 面 可 以 看 作 S';x 5S’, 因此 也 是 连通 的 . 

车 4 与 B 是 拓扑 空间 XX 的 子 集 ,并 且 若 24 门 BZ, 则 称 和 A 
与 瑟 在 七 内 是 互相 分 离 的 - 

若 一 个 空间 不 是 连通 的 , 则 它 分 裂 为 一 些 连 通 子 集 的 并 集 ,其 
中 任意 两 个 是 互相 分 离 的 . 我 们 称 这 些 连 通 子 集 为 连通 分 支 . 更 正 
式 一 些 说 , 丘 扑 空间 XX 的 连 道 分 支 就 是 它 的 极 次 连通 子 集 . 

拓扑 空间 的 连 腕 分 支 为 闭 集 ,不 同 的 连通 分 支 在 空间 内 是 互 
相 分 高 的 . 

空间 筷 叫 做 局 部 连通 ,假如 对 于 任意 zx 和 其 ,以 及 = 的 邻 域 
7 ,有 z 的 连通 邻 域 了 包 合 于 UU. 


1.2 拓扑 群 


“定义 6 如 果 一 个 群 局 配备 了 一 个 拓扑 使 得 群 的 乘法 和 求 六 
运算 


{zs Ty Xm 


都 是 连续 映射 , 则 称 G 是 一 个 拓扑 群 . 

拓扑 群 的 例子 

1. 实数 轴 , 群 结构 是 实数 的 加 法 . 

2. 单位 圆周 5', 可 以 把 它 看 作 由 模 为 1 的 复数 组 成 . 它 的 拓 
扑 是 从 平面 诱导 来 的 , 群 结构 就 是 复数 的 乘法 . 

3. 具有 离散 拓扑 的 任意 抽象 群 ， 

4. 环 面 看 作 两 个 单位 圆周 的 乘积 空间 . 取 乘 积 拓 拉 与 群 的 直 
积 结 构 .一 般 地 ,两 个 拓扑 群 的 直 积 ( 即 , 取 乘 积 拓扑 与 群 的 直 积 结 
构 ) 为 拓扑 群 . 

5. 3 维 球面 S$* 看 作 四 元 数 空间 互 内 秀 单 位 球面 (下 作为 拓 
扑 空间 是 吾 ' ,并 具有 四 元 数 的 代数 缚 椅 ), 群 结构 是 萎 法 ， 
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6. nz 锥 欧 乓 空间, 群 结构 为 通常 的 加 法 - 为 了 强调 所 考虑 的 
是 拓 趟 群 , 珂 不 单单 只 是 拓扑 空间 EE”, 我 们 采用 沁 转 到 . 

7. 实数 域 上 的 一 般 线 性 群 GL Gn,R), 配 备 的 拓扑 是 : 将 每 个 
2 级 矩阵 4A 一 Cu,) 等 癌 于 ”的 点 

CA La i al san dn Cs) 

人 而 取 活 导 拓扑 ,我 们 来 证 明 GLCa, 严 ) 是 拓扑 群 ， 

设 有 A 二 Ca) EE ABR) ,我 们 可 以 把 对 (CR 等 同 于 天 维 欧 氏 空 
问 ,这 样 等 同 之 后 就 使 得 MCR) 具备 一 个 拓扑 . 我 们 米 说 明 ,甘于 这 
和 拓扑 ,矩阵 乘法 产 :， M,CR)X M,CR} 一 MCR) 为 连续 映射 . 设 A= 


(a) 4B 一 《67), 则 科 积 m(A4,B) 的 Ci, 店 元 是 》lawbs. 现在 MCR) 
上 二 1 


具有 乘积 宣 问 EXE'X XE 个 轩 子 ) 的 拓扑 ,对 于 任何 满足 1 
En 的 1 六 我 们 有 投影 映射 Ts MR EE :将 窍 茵 刀 狗 为 
它 的 全, 访 元 .说 连续 , 当 昌 仅 当 所 右 的 合成 映射 


MHR x MR) 于 MR) SE! 


为 连续 , 现在 zm(4,8) 二 2awBw 是 4 与 B 的 元 素 的 多 项 式 ,办 
此 TI 连续 ,从 而 mm 连续 . 

GL Ca, 玉 ) 导 MRI) 的 子 集 , 给 GLGa RD 以 从 M,CR) 诱导 的 
了 空间 拓扑 ,由 于 限制 映射 关 1CLCn 8 连续 ,所 以 GLGn* 吕 ) 的 乘 
法 是 连续 映射 . 利 下 内需 证 明 求 逆 屿 射 了 : 4 4 也 是 连续 的 . 

六 连续 , 当 且 仪 当 所 有 的 合成 映射 

Crl.Cn,R) 之 CGR)TCE x XE 
为 连续 , 用 ;表示 和 矩阵 4 的 元 素 加 的 代数 余子 式 , 则 
mf (A) 一 mA = TA 
由 于 及 的 行 届 式 |4| 以 及 4 的 任 一 元 索 的 代数 侠 子 式 都 是 A 内 
元 素 的 和 多项式, 并 且 由 于 对 : 切 4EGLIz 有 有 14 天 0 所 以 天 
为 连续 . 内 而 了 连续 . 这 就 完成 了 GLGn ,总 ) 为 拓扑 寿 的 证 明 ， 上 
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顺便 指出 ,GLCa, 吾 ) 是 行列 式 喘 射 det: MtR) 一 RR 之 下 ,全 
体 非 0 实数 的 原 像 .由 于 det 是 连续 映射 , 央 此 GL(n,R} 是 3 CR) 
内 的 开 集 . 从 而 GL tm, 吕 ) 不 紧 致 (因为 欧 氏 空间 内 的 紧 致 子 集 是 
有 界 闭 集 ). 区 由 于 行列 式 为 正 的 与 行列 式 为 负 的 年 阵 划 分 
GLtns 下 ) 为 两 个 互 不 相交 的 非 空 开 集 ,因此 GLCn 有) 不 连通 . 

设 V 是 实数 域 上 的 > 维 向 量 空间 , 则 GLT) 也 是 拓扑 群 , 配 
备 的 折 扑 是 ;将 Homz (CV ,VWV) 等 同 于 wn* 维 欧 氏 空间 ,这 样 
Homa《V ,下 ) 就 县 备 一 个 拓扑 . 然后 GL (TY) 到 诱导 折 扑 . 

类 似 地 ,复数 域 C 上 的 一 般 线性 群 GL(zyC) 也 是 拓扑 群 . 设 
Y 是 复数 域 上 的 维 向 量 空间 , 则 GLC) 是 折 扑 群 . 

映射 称 为 两 个 拓扑 群 之 阅 的 同 构 ,如 果 /是 -… 个 群 问 构 ， 
又 是 一 个 同 耳 . 例如 ,拓扑 群 GL(W 与 GL (Cn;RR} 同 构 ; 如 果 玉 是 
实数 域 上 的 # 维 向 其 空间 , 而 若 Y 是 C 上 5 维 向 景 空 间 ; 则 拓扑 
群 GL(W) 与 GL{n,C) 辐 构 . 

拓扑 群 的 子 集 叫 做 子 群 ,如 果 代 数 上 它 构 成 一 个 子 群 ,同时 还 
具有 子 空间 拓扑 . 拓扑 群 的 正规 子 群 类 似 定 义 ， 

全 体 半 级 实 正 交 矩 阵 组 成 的 集合 On 是 群 GLKCe ,如 ) 的 子 
群 , 称 它 为 正 充 群 . 给 它 以 拓扑 群 GLCm ,8) 的 子 空间 拓扑 , 则 Ofn) 
成 为 拓扑 群 GLC, 吧 ) 的 子 群 .DCz) 中 行列 式 等 于 十 ] 的 拭 阵 全 体 
构成 拓扑 群 Otn) 的 . -个 子 群 , 称 为 特殊 正 交 群 , 记 作 SO (za). 

金 体 二 级 西 气 阵 组 成 的 酝 群 zc) 是 拓扑 群 GLCasC) 的 子 
群 . Zoo 中 行列 式 等 于 1 的 怎 阵 全 体 构 成 一 个 子 群 , 称 为 特殊 酉 
群 , 记 作 SU (n)， 

具有 离散 拓扑 的 整数 全 体 所 成 的 集合 Z 是 实数 轴 证 的 一 个 
子 群 . 

拓扑 群 ,G 的 拓扑 室 间 G 一 定 是 Hausdorff 空间 , 理由 可 参看 
邦 德 列 雅 金 著 《 连 续 群 (上 册 )》p. 106. 

设 避 为 拓扑 群 ,zEG. 由 工 确 定 的 左 平 移 上 .: g 一 xg 对 一 切 
gECG, 显 然 是 双 射 .由 于 它 又 是 连续 映射 的 合成 映射 ， 
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GGX CO, 

gr (rg) > rg, 
所 以 工 - 是 连续 的 .了 -是 工 - 的 遵 映 射 , 因 此 工 - 是 同 耳 . 类 似 地 . 
布 平移 R.: g mgr EEC 也 是 同 且 . 

这 些 平移 的 存在 说 明 拓 扑 群 旺 上 其 有 某 础 “ 齐 性 ?的 拓扑 空间 . 
因为 若 x 与 » 是 拓扑 群 G 的 任 芒 两 点 ， 刚 避 有 如 的 同 上 且 工 ,; :将 
了 陕 为 y， 畦 紫 , 让 人 宫 的 每 点 ， 从 局 部 来 看 呈现 出 相同 的 折 站 攀 

设 避 为 拓 盾 群 , 民 为 上 的 含有 单 伍 元 素 的 连通 分 支 . 央 天 是 
0 的 闭 正规 子 寿 - 理由 必 ; 连 通 分 支 总 是 团 集 - 对 十 任何 zE 天 , 集 
侣 天 - :一 ReTR) 为 连 首 (因为 民 :是 同 有 是 ) ,并 上 卫 包 含 e=zz 1 
出 十 天 是 G 内 包含 e 的 极 大 连通 于 集 , 因 此 必 有 到。 15 天 ,从 而 
天 天 一天. 这 下 明了 天 为 好 的 子 群 . 止 赵 性 也 从 炊 似 的 考虑 得 
出 : 对 上 任何 gE0, 集 合 gKg 一 Rs 大) 为 连通 .并 且 和 包含 
e! 因 此 gKg 二 天 . 

在 一 个 连通 拓扑 群 内 ,单位 元 素 的 任 一 分 域 是 整个 群 的 - -组 
生成 元 . 理由 如 下 : 设 局 为 连通 拓扑 样 ,VY 为 e 在 内 的 一 个 分 
域 . 令 瑟 二 <V 为 FF 的 元 素 在 内 所 牛 成 的 子 群 .着 hEH, 风 及 
的 邻 域 AF 一 有 CC) 包 洁 于 五 , 帮 五 是 开 集 .我 们 断言 瑟 的 余 集 
局 一 吾 也 是 开 集 . 国 为 若 g ECG 一 五, 考虑 集合 gVY. 若 gy 门 万 不 
XEgV 站 ND, 则 x 一 gv;wEV, 则 gg 一 zu IE 瑟 , 矛 盾 ! 因此 gg 
的 邻 域 LAV)==gVY 包含 于 如 一 蝇 ; 这 说 明 6 一 吾 为 开 集 . 出 假设 
心 连 通 , 故 不 能 划分 为 两 个 不 相 变 前 非 空 开 集 .由 于 五 非 空 ,必然 
有 有 6 一 HH 地, 即 G= 二 H， 

设 关 为 折 扑 宝 间 ,他 为 蕊 的 一 族 互 不 相交 的 非 空 子 集 , 使 得 
UU 了 二 关 , 这样 的 个 族 . 作 叫做 苹 的 一 个 划分 .按照 下 述 方式 


造 一 个 新 空间 了 ,叫做 粘 合 空间 -了 的 点 是 区 的 成 员 ,并 且 若 x: 
三 一 工 将 于 的 每 点 送 到 所 属 的 多 中 成 员 , 而 Y 的 拓扑 是 使 x 为 
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连续 的 最 大 的 拓扑 .于 是 了 的 子 集 O 为 开 集 ,当日 侈 当 一 :DJ) 在 
到 内 为 开 集 . 这 个 拓扑 叫做 了 上 的 粘 合 拓扑 .我们 可 以 把 了 看 作 
是 从 空间 基 出 发 , 把 属于 之 的 每 一 子 集 粘 合 为 一 点 而 形成 的 空 
间 . 

设 了 为 如 上 定义 的 粘 合 空间 ,2Z 为 任意 拓扑 空间 . 则 观 射 : 
Y 一 Z 连续 , 当 旦 仅 当 合 成 映射 训 ; XX 一 2Z 为 连续 5 证 明 参 本 节 
开始 指出 的 参考 书 4 基 础 拓扑 学 》 本 小 节 几 未 给 出 证 明 的 结论 ,其 
证 明 均 可 参看 4 基础 拓扑 学 3. 

设 六 天 ->Y 为 满 映射 ,并 且 设 Y 上 的 拓扑 是 使 了 为 连续 的 最 
太 拓 扑 , 则 我 们 称 子 为 粘 合 映射 ,其 理由 如 下 : 任何 映射 f; XY 
给 出 互 揭 一 个 划分 ,以 子 集 广 :() 为 它 的 成 员 , 其 中 ET. 设 了 ， 
为 相应 于 这 个 划分 的 粘 合 空间 ,r: 和 一 了 ,为 相 庶 的 映射 . 若 子 为 
粘 合 映射 , 则 可 以 证 明 ; 
(i) 空间 了 同上 且 于 空间 了 ., ; 
(H) 映射 g: 了 -了 为 连续 , 当 且 仅 当 合成 映射 gf; 一 2 连 


续 . 

设 了 : X 一 Y 为 连续 满 射 . 若 让 把 到 的 开 集 映 为 开 集 ,或 闭 集 
映 为 闭 集 , 则 了 为 精 合 映射 

设 f; 和 -> 了 为 连续 满 射 . 若 苹 为 紧 臻 ,Y 为 Hausdorff; 则 了 
为 粘 合 映射 . 

设 避 为 拓扑 群 ,NN 为 它 的 正规 子 群 . 对 于 商 群 G/N 给 以 烙 合 
拓扑 (相应 的 对 GG 的 划分 由 避 关 于 NN 的 税 集 组 成 ) 则 G/N 成 为 
拓扑 群 . 

例如 , 南 群 R/Z 给 以 粘 侣 祈 扑 得 到 一 个 拓扑 群 , 它 同 构 于 单 
位 圆周 5S1. 这 是 因为 由 .Frzr) 一 e 定 只 的 喘 射 RR 一 51 把 开 集 瞻 
为 开 集 , 它 义 是 连续 满 射 ,因此 fF 是 一 个 精 合 映射 .R 的 两 个 点 被 
广 烙 合 为 一 ; 当 且 仅 当 它们 之 差 是 整数 ,从 而 它们 属于 2 的 同一 个 
陪 集 , 因此 空间 AZ 同 肝 于 $1. 容易 验证 这 个 同 胚 是 群 疗 构 . 所 以 
拓扑 群 R/Z 与 5S: 同 构 . 
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1.3 紧 致 群 


定义 7 了 折 扑 群 称 为 紧 致 的 ,如 果 它 作为 项 扑 空 间 是 紧 致 的 . 
紧 致 哲 扑 群 箭 称 为 凝 致 群 , 或 紧 群 . 
紧 致 群 的 例子 
1. 配备 离散 后 扑 的 任意 有 限 群 - 
2. 紧 致 群 的 任 一 包子 群 (因为 紧 致 空间 的 闭 子 集 是 紧 致 的 》. 
3. On 和 500a). 理由 如 下 : 为 了 证 On) 紧 致 ,只 要 证 明 当 
JM,(R) 等 同 于 2" 时 ,O 〇 (Gn) 相应 于 B" 内 的 一 个 有 界 闭 集 . 设 AE 
ODOC), 我们 有 
Dlaay 1 
对 于 六 的 任意 一 组 选择 ,定义 映射 fi MCR) 一 F 为 
AltA) 一 Baa 
则 Onay 为 下 列 各 集合 的 交集 
(0)，] 这 关上， 
fi， 1 和? 
由 于 (全 i 所 都 是 连续 映射 ,所 以 土 述 每 个 集合 都 是 闭 集 . 
因此 On} 基 对 (的 闭 集 ， 
至 于 Ox} 的 有 界 性 ,只 需 注 意 杀 件 
Dave = ]， 
这 葡 含 任意 正 交 算 阵 4 的 元 素 满足 1 | 专 1. 这 就 证 明了 OCn) 紧 
致 . 
SO(n) 是 OCGn) 的 闭 集 (因为 det; tn) 一 E! 是 连续 映射 ,而 
{1} 是 EF! 的 闭 集 ,SO 一 det-101)) ,所 以 也 紧 致 。 引 
注意 拓 扩 群 SO(2) 与 8' 同 构 , 这 只 要 将 行列 式 为 十 1 的 2 级 
正 交 托 阵 
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cos 邮 一 sing 


sing cosp) 
对 应 于 5S' 的 点 e* 就 得 到 这 个 同 构 ， 

4. GD 和 SUG .类 和 朴 于 3 的 方法 可 证 Te) 和 SU(m} 紧 
致 . 

拓扑 群 SU(C2) 与 3 维 款 面 5 同 构 . 理由 如 下 : 令 


机 
g -| “A € SUC2). 


因为 g8!' 一 1 所 以 一 g 于 是 得 到 SUC2) 内 任 一 短 阵 g 有 如 
下 形式 


5 一 le 二 18 = 1， C1) 


a 
| 可 ， 
反之, 妖 困 g 是 一 个 形 如 (1) 的 矩阵 ,那么 显然 gE SU(2). 因此 ， 
群 SU (2) 的 姆 个 元 素 由 满足 条 件 Te|: 十 18 上 二 1 的 一 对 复数 a, 
唯一 确定 ， 如 果 我 们 令 da 十 i : 户 二 加 十 认 ; ,其 中 ds drs dE 
RR,i= VY 一 1 ,那么 条 件 |a|: 十 18|:=1 可 以 写成 
二 咏 十 闪 十 融 二 1. 

让 & 对 应 于 tayas: 本 624); 这 给 出 了 SU(2) 放 Si 的 一 个 映射 . 显 
然 它 是 双 射 . 易 验 证 它 是 群 同 构 (S’ 的 群 结构 是 四 元 数 的 乘法 ). 
可 证 它 是 同上 胚 . 因此 拓扑 群 SU(2) 与 $7 辣 构 . 

群 SQO(3) 空 SU(2)A 士 站 ,其 中 了 是 2 级 单位 矩阵 . 在 SDC3) 
内 每 个 旋转 恰好 对 应 于 SU(27 内 的 两 个 本 变换 g 和 一 g. 证 明 可 
参看 阿 : 供 : 柯 斯 特 利 金 (A.I Kostrikin? 著 的 { 代 数学 引 论 (下 
时 )p.6 一 38. 本章 和 7 将 给 出 另 一 证 法 . 

拓扑 群 SO(3) 与 3 维 实 射影 空间 RLP DV 同 构 . 其 理由 为 : 上 
面 已 指出 SU(2) 与 5; 同 构 . 而 RCP 可 以 如 下 得 到 ;: 把 5: 的 点 划 
分 成 子 梨 ,每 个 子 集 包含 一 对 对 径 点 (一 条 直径 的 两 个 端点 ) 由 此 
而 得 的 粘 人 台 室 间 就 是 灵 CP3). 由 于 SOC3) 的 每 个 旋转 怡 好 对 应 于 
SU(02) 上 内 的 两 个 酉 算 子 & 和 一 而 g 和 一 g 又 分 别 对 应 于 5° 内 
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的 一 条 直径 的 两 个 问 点 ,这 两 点 烙 合 在 一 起 成 为 RLP)) 的 一 个 点 ， 
因此 SO(3) 内 每 个 旋转 对 应 于 RCPS) 内 一 个 点 .由 于 5S: 守 SU (C2)， 
并 且 SU (2) 到 SOC3) 有 一 个 连续 满 同 态 ,所 以 S 到 SO43) 有 -个 
连续 满 同 态 f, 核 为 {0Q1,0,0,0),( 一 1,0,0,0)). 于 是 S00.3}) 宇 
SSAC0.0,0) (一 ] ,0,0,0)}), 这 是 群 同 构 . 前面 已 经 指出 ， 
SO.0,0.0),( 一 1,0,0,0)} 配 备 以 粘 合 拓扑 后 是 RCP'). 因此 
RP ) 衬 SO03), 由 类 合 拓 扑 的 定义 知道 ,REP ) 到 SOc3) 的 辣 构 
映射 是 连续 的 .由 于 吕 (P2) 察 致 ,而 用 SO(3) 为 Hausdorff ,因此 这 
腕 射 是 同 胚 . 这 样 我 们 证 明了 拓扑 群 SO(3) 与 RCPY 同 构 . 上 

若 百 和 天 是 折 扑 群生 的 两 个 紧 致 子 集 , 则 它们 的 群 乘积 
HK 也 是 紧 致 的 . 理由 是 ; 国 为 鼠 和 天 紧 致 ,所 以 五 XK 紧 致 . 
因为 群 的 乘法 着 为 连续 ,所 以 它 在 五 x 下 上 的 限制 也 连续 . 由 紧 
致 空间 的 连续 像 仍 紧 致 , 即 得 五 乓 紧 致 . 

设 C 为 丘 扑 群 , 互 为 它 的 闭 子 群 . 如 果 空 间 G 是 紧 致 的 ,那么 
空间 态 与 G/B 也 是 紧 笋 的 . 理由 是 :; 因为 紧 致 空间 的 闭 子 集 是 
紧 致 的 ,所 以 五 紧 臻 .因为 自然 映射 x: GG/H 是 连续 的 ,所 以 
GAH 紧 致 . 

设 G 为 拓扑 群 ,五 为 它 的 紧 致 子 群 .如果 4CG/H 是 紧 臻 
的 ,那么 集合 B= 二 x 'tA4) 也 是 紧 致 的 . 特别, 如果 空间 SG/EE 是 紧 
致 的 ,那么 如 是 紧 致 的 .证 明 可 参看 邦 德 列 雅 金 著 的 《连续 群 4( 上 
册 )》bp. 120 一 121, 


1.4 拓扑 群 的 同 态 


定 余 3 设 拓扑 群 G 到 拓扑 群 避 ' 内 的 映射 了 了 满足: (i) 了 是 
G 到 G'* 内 的 群 同 态 ; (ii) 了 是 拓扑 空间 避 到 拓扑 空间 居 " 内 的 连 
续 映 射 ; 那 么 就 称 了 是 后 扑 群 避 到 拓扑 群 冬 "内 的 辕 态 映射 或 同 
态 . 如 果 还 是 拓扑 空间 台 到 G* 内 的 开 上 映射 ;那么 称 上 为 开 司 
恋 ， 
在 拓扑 群 的 理论 中 , 开 的 与 不 开 的 同 态 之 间 的 区 别 是 很 重要 
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的 . 那 就 是 , 开 同 态 是 抽 锭 群 的 同 态 概念 在 哲 扑 群 上 的 自然 推广 . 

设 G 为 拓扑 群 ,六 为 它 的 正规 子 群 ,GAN 为 商 群 . 自然 映射 
z: GG/AN 就 是 拓扑 群 G 到 拓扑 群 G/N 上 的 开 同 态 - 这 从 粘 合 
拓扑 的 定义 可 以 知道 . 

设 G 与 G* 均 为 拓 盾 群 ,f 是 从 GG 到 G* 上 的 开 同 态 , 同 态 的 
核 为 N. 则 NN 为 拓扑 群 的 闭 正规 子 群 ,并 且 拓 扑 焙 G* 与 拓扑 群 
G/N 同 构 . 理由 如 下 :从 抽象 群 的 同 态 基 本 定理 已 经 知道 ，w 是 
群 避 的 正规 子 群 ,并 且 群 G* 与 G/N 同 构 . 由 于 六 是 一 个 元 素 e" 
在 连续 映射 了 之 下 的 原 像 ,所 以 N 是 拓扑 空间 G 的 财 集 . 易 证 拓 
扩 空 间 G* 和 G/N 同 肚 ， 

紧 致 群 G 到 拓扑 群 G*. 上 的 同 态 映射 一 定 是 开 的 . 理由 : 利用 
邦 蕉 列 雅 金 著 的 (连续 群 ( 上 册 )》p. 127 前 定理 12. 

设 G 为 紧 致 群 ,五 是 G 的 闭 子 群 ,N 是 6 的 正规 子 群 , 则 五 
NN 是 拓扑 群 太 的 正规 子 群 ,并 且 拓 扑 群 HN/N 与 拓扑 群 
五 (五 门 ) 同 构 . 这 从 上 面 两 段 立即 得 到 . 


习题 56.1 


1, 设 G 是 扩 扑 群 ,下 是 G 的 闭 集 . 则 对 于 任意 a€6， FaaF, 
:都 是 闲 集 . 

2. 设 忆 是 拓 丰 群 ,是 G 的 开 集 . 则 对 于 避 的 任意 子 集 P， 
有 UP,PU,U-! 是 开 集 . 

3. 设 忆 是 拓 扩 群 ,A,B 是 局 的 子 集 . 则 了 五 二 4. 

提示: 任 取 xzEA,yEB. 设 镀 是 zy 的 任 一 邻 域 .因为 G 的 
乘法 连续 ,所 以 在 在 z 的 邻 域 V 与 ?的 邻 域 az 使 得 VV, 守 W. 
因 交 xEA, 所 以 访 门 有 4 关 人 B. 于 是 有 aEEVi 门 4. 同 理 有 BEV:; NN 
B. 于 是 apEW 门 AB. 从 和 出 xyE AB.) 

4， 设 避 为 拓扑 群 . 若 五 为 如 的 子 群 , 则 玖 也 是 子 群 ,并 且 若 
五 为 正规 字 群 , 则 互 也 是 . 

“提示; 对 于 a,5 志 豆 , 去 证 a6-!1E 瑟 . 设 W 是 a6-! 的 任 :- 邻 
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5. 群 台 配备 以 离散 拓扑 ,所 成 的 拓扑 群 称 为 离散 群 . 证 明 紧 
致 离散 群 - 定 是 有 限 群 

6. 设 互 为 拓扑 群 G 的 离散 子 群 * 即 五 为 群 G 的 子 群 ,并 用 
当 给 以 子 空间 折 盾 时 是 离散 空间 ). 找 出 e 在 避 内 的 一 个 邻 域 六 ， 
使 得 平移 像 EN 一 六 CN) ,5E 五 , 互 不 相交 . 

7. 若 玉 为 振 拉 群 G 的 紧 致 子 集 , 玉 为 上 的 见 散 让 群 , 让 明 
五 门 天 为 有 限 集 . 

8. 证 明 ; 单位 圆周 的 性 何 非 平 凡 的 离散 子 群 是 有 限 循环 群 . 

9, 证 明 : 妇 的 任何 非 平 凡 的 离散 子 群 是 无 限 循 环 群 . 

10， 证 明 ， 正 交 群 Don) 不 连通 . 

11,， 设 4 ,BEO02 并且 det4 一 十 1,det 吾 一 一 1. 证 明 : 

Bi=I, BAB''!= A!. 

由 此 导出 0C2) 的 离散 子 群 或 为 循环 群 ,或 为 二 面体 群 . 

12. 车 o 为 拓扑 群 R 的 一 个 自 辣 构 , 证 明 ; 对 于 任何 有 理 数 7， 
有 oir 二 re(1). 由 此 导出 ,对 于 任何 实数 >, 有 (zl) 一 roC1)， 从 
而 得 知 娃 的 自 同 构 群 同 梅 于 只 XZs- 


$2 拓扑 群 的 线性 表示 


本 节 中 域 天 指 复数 域 C 或 实数 域 RR, 除非 特别 南明 . 

定义 1 设 Y 是 域 玉 上 的 有 限 维 向 莉 空 间 , 拓 扑 群 如 到 拓扑 
群 GLIY ?的 任 一 同 态 8 称 为 拓扑 群 G 的 一 个 线性 表示 (简称 为 局 
的 一 个 才 - 甫 示 ),Y 称 为 表示 空间 或 者 人 空间 ,Y 的 维 数 称 为 表示 
9 的 次 数 . 

拓扑 群 G 的 线性 表示 比 抽 户 群 6 的 线性 表示 增加 了 “yp 是 连 
续 映 射 " 的 要 求 , 因 此 拓扑 群 避 的 线性 表示 也 称 为 群 G 的 连续 表 
下 *. : 
如 果 (oY) 是 拓扑 群 G 的 天 -表示 , 则 可 得 到 群 G 在 了 上 的 一 
280 


个 线性 作用 ,并 和 且 易 证 这 个 作用 是 连续 的 , 即 , 由 (g,v)>gkg)v 定 
尖 的 上映 篆 GXVV 是 连续 映射 ,这 时 称 Y 是 一 个 连续 G- 模 . 

上 反之, 设 忆 是 拓扑 群 ,如 果 玉 上 有 限 维 向 量 空间 V 是 连续 C- 
模 ( 即 ,G 在 了 上 有 一 个 连续 的 线性 作用 ), 则 了 提供 了 括 扑 群 和 
的 一 个 天 -表示 . 

定义 2 拓扑 群 G 到 拓扑 群 GLG. 玉 }) 的 一 个 同 态 更 称 为 折 
扑 群 如 的 一 个 二 次 矩阵 表示 . 

设 吏 是 群 如 的 = 钦定 阵 表 示 , 设 男人 ?一 (ago YY gEG. 显 
然 ,ao 是 各 上 的 函数 ,1<ssi js : 称 它 们 为 钙 的 矩阵 元 索 或 坐标 区 
数 . | 

如 果 雪 蚌 拓扑 群 局 的 n 次 矩阵 表示 , 则 和 斥 阵 元 素 a (1& 纪 
j 志 #7) 是 连续 通 数 . 其 理由 如 下 ; 把 M,( 天 ) 等 同 于 K" ,对 于 AE 
MM (天 ) , 根 影 映射 zt MCK) 一 KK! 糙 及 映 为 它 的 (i, 门 元 . 因为 x; 
是 连续 的 ,所 以 它 在 GLtn 天) 上 上 的 限制 也 是 连续 的 . 又 因为 下 是 所 
到 GL (rn; 下 ) 的 连续 映射 ,所 以 而 多 是 避 到 KK' 的 连续 映射 . 而 且 
(=a (gy EEC 所 以 as 一 mi 有 为 C 上 的 连续 函数 . 

反之 , 设 避 是 拓扑 和 群 且 是 抽象 群 妇 的 = 次 扼 阵 表示 . 如 果 年 
阵 元 素 el) 是 G 上 的 连续 末 数 ,那么 下 是 拓扑 群 扬 的 * 
次 矩阵 岩 示 . 理由 如 下 : 外 连续 , 当 且 仅 当 所 有 的 合成 映射 

GEGLO RIECK XxXK 
为 连续 . 由 题 设 ,后 者 成 立 , 所 以 惠 连 续 . 

从 上 面 两 段 话 看 出 :拓扑 群 人 的 = 次 矩阵 表示 比 抽象 群 C 的 
n 次 窍 阵 表示 恰好 多 了 一 条 要 求 :全 的 第 阵 元 素 是 G 上 的 连续 刻 

例子 

1. 抽象 群 的 每 一 个 KK- 表 示 是 离散 拓扑 群 G 的 天- 表示. 

2.、 设 G 一 GLa ,并 ) ,VV=M,( 民 ) ,定义 如 下 : 

AIK = CATIVHRA!, AEGLn,K)IXE MK). 
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易 验 证 对 于 每 个 AE GL(n, 天 ),gpCA4) 是 向 量 空间 WF 上 的 线性 变 
换 , 并 且 是 可 道 的 . 易 验 证 y 是 G 到 GL(TV) 的 群 同 态 . 因此 9 是 群 
GL (Gn; 下) 的 n? 次 线性 表示 . 下 而 进步 证 明 8p 是 拓扑 群 GL tn， 
下) 的 站 次 线性 表示 ,这 内需 再 证 8 是 GL(m 天 ) 到 GLCY ?的 连续 
瞻 射 . 考 虚 相应 的 wn? 次 惩 阵 表示 理 在 了 中 取 一 个 大: En,…， 
Es Ener, Em Ra 于 AEGLCA,KK), 设 A, 4A-! 的 
(; 门 元 分 别 为 ev 则 
PAYE, = CATN' EA 
一 ada 二 + 十 nd 二 
十 SdnE, + + dE 

于 是 二 的 矩阵 元 素 形 如 6x3i. 又 由 于 4 一 li ,而 4 的 元 
素 是 4 的 元 素 的 多项式 ,det4 的 元 素 也 是 4 的 元 素 的 名 项 式 , 且 
dei4 夫 0 因此 更 的 怎 阵 元 素 是 C 鞋 的 连续 函数 ,从 向 王 是 拓扑 群 
GLn, 玉 ) 的 2 次 年 阵 表示 1 

第 一 章 讲 了 患 实 的 表示 ;平凡 的 表示 ; 主 表示 (或 单位 表示 ); 
表示 的 等 价 ;G 不 变 子 空 间 ; 子 表示 ; 商 表 示 ; 表 示 的 直 和 ;表示 的 
提升 ; 共 赤 表示 ; 逆 步 表示 ;不 可 约 表示 ;可 的 表示 ;完全 可 约 表示 ; 
本 表示: 正 交 表 示 等 概念 和 有 关 结 论 , 这 些 ( 只 要 没有 加 上 ”有限 
群 ? 的 条 件 ? 对 于 拓扑 群 都 适用 . 此 外 ,第 一 章 8$ 2 中 “线性 表示 和 
群 同 态 的 合成 ?对 于 拓扑 群 来 说 ,应 将“* 群 同 态 ? 改 成 “拓扑 群 的 同 
态 ”; 类 似 地 ,“ 通 过 群 肖 同 构 的 挠 表示 ”中 “ 群 自 同 构 ” 锋 改 成 “拓扑 
群 的 自 同 构 ” 

第 一 章 $5 的 定理 1.5.2 对 于 拓扑 群 也 成 立 , 印 ， 我 们 有 : 
abel 拓扑 群 的 每 一 个 不 可 约 复 表示 都 是 1 次 的 . 

第 四 章 $2“ 表 示 的 张 其 积 ” 对 于 拓扑 群 仍 然 适 用 ,到 , 若 (p， 
?和 人 人) 是 拓扑 群 6 的 两 个 线性 表示 , 接 第 四 章 8 2 讲 的 方法 
可 得 到 抽象 群 G 的 张 量 积 表示 (9 四 % ,VOOxWD. 从 的 下 提供 的 
审 阵 表示 可 看 出 , 宪 阵 元 素 是 G 上 的 连续 函数 ,从 而 P BY 是 拓扑 
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群 避 的 类 示 . 
在 第 二 章 中 我 们 已 经 看 到 Schur 引 理 在 研究 有 限 群 的 不 可 约 
表示 中 起 了 非常 重要 的 作用 . 问 祥 地 ,在 研究 拓扑 群 (特别 是 紧 致 
群 ) 的 不 可 约 表示 中 ,Schur 引 理 也 起 着 关键 的 作用 . 我 们 在 第 二 
章 讲 Schur 引 理 时 使 用 的 是 模 的 语言 ,现在 我 们 用 群 表 示 的 语言 
再 投 述 :一 下 Schur 引 理 并 县 再 证 明 一 态 ， 

Sehur 引 理 ” 设 6p 7 和 (5 灰 ?是 寿 避 的 两 个 不 可 约 天 - 表 
示 , 其 中 下 是 代数 封闭 域 . 设 z 是 域 玉 上 有 限 维 向 基 空 间 太 到 榴 
的 一 个 线性 映射 使 得 

$lg)e = rpg), YEEG, (1) 

(i) 如 果 多 和 不 等 价 , 则 so 二 0; 

(ii) 砧 果 了 一 充 并 且 gy 则 so 二 Av, 其 中 4 是 下 中 某 个 元 
素 . 

证 明 因为 对 一 切 gEG 有 wtg)o 一 op(g) ;所 以 Kero 是 六 
的 C 不 变 予 空间 ,而 Inc 是 多 的 CG 不 变 子 空间 , 由 于 (ps 和 
(5 都 不 可 约 , 所 以 只 有 两 种 可 能 的 情形 

(1) Kere=0, 并 HL Ime=W:; 

(2) Kero=V ,并且 Imo==0. 
在 情形 {1),a 是 V 到 WW 上 的 同 构 .在 情形 (<2),e=0. 

(0 若 go 了 0; 则 ao 是 到 W 上 的 同 构 , 又 由 (1) 式 知道 ,pp 六 


». 

0i) 车 Y= 二 W 并 且 9 = 二; 则 og 是 的 线性 变换 .因为 KK 是 代 
数 封闭 域 ,所 以 a。 有 特征 值 .由 (1) 式 得 

toe— A me) ~— pao — Ay) YYgEG. (2) 

于 是 o 一 Aly 或 者 是 V 的 自 同 构 , 或 者 等 于 0. 设 < 是 5 的 属于 4 的 
特征 疝 量 , 则 ke 一 41r)a 一 0. 这 表明 Kerto 一 Alv) 不 为 9. 日 因此 必定 
有 a--ivr 一 0, 即 ,= 一 av | 

注意 ,Schur 引 理 的 (iD 对 于 任意 域 下 都 成 立 . 

在 本 章 8 5 我 们 和 将 看 到 Schur 引 理 对 于 研究 紧 致 群 的 不 可 约 
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表 人 的 重要 作用 . 

第 三 章 讲 的 表示 提供 和 的 特征 标的 概念 对 于 拓扑 群 的 下 -表示 
另 然 适用 - 对 于 拓扑 群 ,特征 标 是 GG 上 的 连续 旺 数 . 第 三 章 $1 
讲 的 特征 标的 基本 人 性质 对 于 拓扑 群 的 天 -表示 仍 成 空 ,除非 如 了 
“有 限 群 * 的 条 件 . 第 四 章 $2 讲 的 张 量 积 表 床 的 特征 标的 性 质 对 
于 后 扑 群 也 成 立 

群 表 示 论 的 基本 问题 是 要 描 绽 给 定 的 一 个 群 在 一 个 给 定 的 城 
上 的 所 有 有 限 维 线性 表示 . 由 于 群 的 有 限 维 完全 可 约 表示 一 定 
可 分 解 成 有 限 多 个 不 可 约 子 表示 的 直 和 ,因此 ,如 果 群 G 的 每 一 
个 有 限 维 线性 表示 都 是 完全 可 约 的 话 , 那 么 就 把 间 题 归结 为 研究 
群 如 的 所 有 不 可 约 表示 . 在 第 一 章 8$3 我 们 证 明了 有 限 群 在 特 
征 不 能 整除 | 纪 | 的 域 上 的 每 -一 个 有 限 维 线性 表示 是 完全 可 约 的 
《 册 ,Maschke 定理 ). 我 们 将 把 这 个 结论 推广 到 紧 致 群 上 . 注意 到 
Maschke 定理 的 证 明 的 关键 是 “在 马上 取 平 均 ” 现在 一 般 的 紧 致 
群 都 是 无 限 群 ,自然 的 想法 是 将 “在 G 上 取 平 均 " 用 "在 上 上 积分 ” 
代替 . 在 下 一 节 我 们 在 紧 致 群 上 建立 一 种 不 变 积 分 . 


习 题 6.2 


1. 设 如 =GELtm 天) ,7 一 邮 (天 ) 定义 如 下 ， 
HAIX = AXAT', AEGLOKI NX EE MAAK). 
证 明 : 8 是 拓扑 群 GLn, 天 ?的 天 次 线性 表示 . 
2. 证 明 : 拓扑 群 所 的 天 -表示 (9o7) 的 子 表示 是 连续 的 . 


3 3 紧 致 群 上 的 不 变 积分 


定义 1 设 G 为 紧 致 群 ,如 果 对 于 每 一 个 定义 在 G 上 的 连续 

实 值 函数 对 应 有 -一 个 实数 , 记 作 | f(x)dz, 使 得 肌 射 六 一 

| f(x)dzr 具有 下 列 性 质 ， 
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1) | Ace +asfs (tx) dr 一 Ci epdz 十 Ga | flr)dz 
{线性 ); 
2) 如 单子 到 处 非 负 而 且 不 恒 等 于 堆 ,那么 我 们 有 
| fonds 六 0 {正定 性 )， 


3) 对 于 每 个 gEG, 有 | feendr = | fen 
《不 变性 ); 

4) | 1dz = 1 (规范 性 ); 

那么 我 们 称 在 紧 致 群 G 上 建立 了 不 变 积 分 . 

例子 

1. 有 限 群 上 的 不 变 积 分 由 下 面 的 公式 定义 


[ xydr 一 Sfx). 

6 [GT 2 

2. 圆周 S' 上 的 不 变 积 分 由 下 面 的 公式 定义 
paz= 赤 | Freeoae 


3. 因为 SU(2) 同 构 于 5*, 所 以 在 SU (2》 上 的 不 变 积 分 可 以 
定义 成 在 3 维 球面 上 对 于 通常 测度 的 积分 乘 以 (222) 1. 
4. 设 恕 是 紧 致 群 ,w 是 的 闭 正 规 子 群 , 显然 商 群 GiN 也 
是 紧 致 群 ( 因 为 其 致 空间 的 连续 像 是 紧 致 的 ).GAN 上 的 不 变 积 分 
能 够 通过 避 上 的 不 变 积 分 来 定义 : 
[ fondy 一 | (Crdr, 


其 中 是 G/N 上 的 连续 实 值 函数 ,/ 的 定义 为 ， 
Fr) :=rN), YreEG. 
利用 这 个 方法 我 们 能 够 定义 SOc3) 上 不 变 积 分 ,因为 我 们 在 $1.3 
曾 指 出 SO(3) 之 SU(2)7{1 ,一 了 . 
本 节 的 主要 结果 是 : 


285 


定理 6.3.1 在 每 一 个 紧 数 群 操 上 可 以 建立 不 变 积 分 ,而 且 
只 有 -- 种 方法 建立 不 变 积 分 . 

我 们 将 通过 几 个 引 理 来 完成 这 个 定理 的 证 央 . 先 引 入 一 些 符 
县 . 

设 f 为 定义 在 紧 致 群 GG 上 的 连续 实 值 肖 数 ;A= {aj,as,*…， 
as} 是 G 中 的 元 索 组 ,在 这 些 元 素 中 可 以 有 相同 的 . 令 


MA fs) = > ze (1) 
i=1 


由 等 式 (1) 所 定义 的 变量 xEG 的 请 数 MCA, 站 是 连续 的 , 它 是 局 
上 不 变 积 分 结构 的 基础 . 由 于 G 是 紧 致 空间 ,所 以 M(A, 让 是 有 
模 的 ,并 且 能 达到 它 的 上 下 确 界 . 用 天 CM(CA4, 门 ) 表 示 函 数 MA， 
站 的 最 小 秆 ,而 以 LCM(A, 门 ) 表 示 最 大 值 . 令 SCACA, 让) 二 
Ta4 门 ) 一 CC4, 门 ), 称 它 是 男 数 MCA4, 有 让 的 振幅 . 连续 函 
数 的 最 小 值 . 最 大 值 . 振 幅 用 相应 的 符号 下 ( 六、 工 (六 .3( 户 表 
示 . 窜 易 验证 下 列 关 系 式 忒 立 ， 


天 人 dd4 方 ) KN, {2) 
LOMCA, A ELON, (3) 
SMA, NY SN. (4) 


容易 验证 ,车 A 有 A 二 {asad2"” Gm) 与 B= (&, se 中 的 两 
个 元 素 组 , 则 
MIAMIB,A) = MiAB ,NN, C5) 
其 中 4 了 一 (ea 页 | 一 1123 一 2) 是 G 中 的 元 素 组 . 
引 理 6.3.1 设 己 为 紧 致 群 ,了 是 定义 在 C 上 的 非常 数 的 连 
续 实 值 函数 , 则 在 如 中 存在 有 限 的 元 素 组 4 ,使 得 
SOC4 门 ) SN. C6) 
证 明 设 上 ,i 分别 为 归 数 /的 最 小 .最 大 和 值 . 由 题 设 知 < 
因为 了 连续 ,所 以 存在 G 内 的 开 集 口 ,使 得 当 zEU 时 有 
下 < FT hl 
形 如 Ua :lta€G) 的 所 有 开 和 集 的 集合 覆盖 上 G. 出 于 紧 致 ,所 以 存 
286 


在 心中 有 限 的 元 素 组 4= {a ,as en} ,使 得 开 集 组 Craer5G 一 1， 
2.…,m]) 上 覆盖 CG. 对 每 一 zxEG, 存 在 使 各 Earl ,于 是 zaiE 
7 从 了 侧 (ray)<<h. 因 此 


M(4 ,Pa 二 过 [om ~ D+th] SL 


由 此 得 出 LCMCA, 有 0) 过 1 及 有 大 (M(tA,)) 守 ,于 是 (6) 式 成 
立 . 1] 

大 外 群 避 的 元 素 组 成 拓扑 空间 ,因此 可 以 讨论 定 久 在 G 上 的 
连续 实 值 函 数 . 然而 G 为 群 这 一 事实 使 我 们 可 能 把 连续 性 的 定理 
写 得 稍为 不 同一 点 . 

设 忆 为 拓扑 群 ,MH 为 G 的 某 一 子 集 . 定义 在 空间 邓 上 的 实 值 
函数 了 在 点 eE 闻 处 连续 的 充分 必要 条件 是 : 对 于 尾 给 的 正 数 *， 
存在 G 的 单位 元 素 的 邻 玻 下 ,使 得 当 E 邮 ,ra !'EY 时 , 恒 有 
.zy 一 Ca》|<E. 

定义 2 设 好 为 拓扑 群 G 的 某 一 子 集 ,了 为 定义 在 M 上 的 实 
值 荔 数 . 如 果 对 每 一 正 数 s, 存 在 有 单 己 元 素 的 邻 域 了 ,使 得 当 
zy ET 并且 zyyE 邮 时 , 恒 有 LACz) 一 FI1<s, 那 人 么 称 三 为 均 
如 (或 一 数 } 连 续 的 函数 . 

定 兴 2 设 了 为 定义 在 拓扑 群 G 的 子 集 好 上 的 实 值 函 数 . 
如 果 对 于 每 一 正 数 e, 在 在 有 单位 元 素 的 邻 域 Y' ,使 得 当 xy 
V' 并 且 x,yE 放 时 , 恒 有 |f(z) 一 fy) | 之 5, 那 么 称 站 为 均 句 (或 
一 数 ) 连 续 的 函数 . 

关于 雹 和 凶 连 续 函 数 的 上 述 两 个 定义 一 般 说 是 不 等 价 的 ,然而 
在 所 有 重要 的 情况 下 ,它们 是 等 价 的 . 显然 ,均匀 连续 函数 是 连续 
函数 . 

命题 6.3.1 设 避 为 拓扑 群 ,MM 为 它 的 紧 致 子 集 .那么 定义 在 
M 上 的 连续 函数 了 自动 地 是 在 上 述 丙 种 意义 下 的 均 句 连续 函数 ， 

证 明 设 e 为 任意 正 数 . 因为 了 连续 ,所 以 对 于 MM 中 每 一 点 a 
存在 有 G 的 单位 元 素 的 邻 域 了 .使 得 当 xa 'EV; 并 匡 xEM 时 
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有 [F(x 一 fa) | 过 sj2. 周 为 ee 二 e ;所 以 对 于 e 的 邻 域 下 ,存在 e 
的 邻 域 玉 , 使 得 镀 .W.SV. 显然 , 形 如 矿 .a lta€ 加) 的 所 有 并 集 组 
成 集合 MM 的 覆盖 . 由 于 台 是 紧 致 的 ;我 们 可 以 从 这 个 灶 盖 中 选取 
出 有 限 个 开 集 覆盖 M. 因此 存在 M 中 有 限 个 元 素 a1,as,*…' sas 使 
得 开 集 组 Wa 一 1,2,…,n) 禾 伪 对 . 以 V 表示 所 有 开 集 W。 的 
交集 , 则 VV 是 e 前 邻 域 . 设 xy EV 且 rz;yE M. 因 为 开 集 组 Wa 
覆盖 于 ,所 以 存在 数 &, 使 得 yar' EW,. 于 是 |f(y) 一 了 (as) | 过 
#/2. 其 次 ,我 们 有 xa! 二 zy yar' EVW 守 WW 生 Yw;: 所 以 
| 一 fas) | 之 e/2. 由 此 得 出 | Cr 一 了 (Oy) | 之 e. 这 就 证 明了 
是 定义 2 意义 下 的 均 句 连续 函数 . 类 似 地 可 证 是 定义 2 意义 下 
的 均匀 连续 隔 数 . 1 

定义 3 设 开 为 拓扑 群 如 的 某 一 子 集 . 设 4 为 定义 在 M 上 
的 实 值 函数 的 某 --- 集 合 , 如 果 对 于 和 任 - 一 正 数 & 存在 有 避 的 单位 元 
素 的 邻 域 六 ,使 得 当 zy 'EV 并 且 xz,yEM 时 ,对 于 3 中 每 一 陆 
数 了 上 恒 有 |7r) 一 FI<e 那 么 称 4 为 均匀 (或 一 致 ) 连 续 的 函 
数组 . 显然 在 均匀 连续 的 函数 组 中 的 每 一 函数 都 是 均匀 连续 的 . 
如 果 对 函数 组 4 存在 有 数 ,使 得 当 xEM.,fEA 时 , 恒 有 |f Cz)| 
二 m; 则 称 4 为 均匀 (或 一 致 :有 界 . 

定义 4 没 产 人 一 1,2,…) 为 定义 在 集合 M 上 的 实 值 函数 序 
列 ,f 为 定义 在 集合 M 上 的 实 值 族 数 . 如 果 对 于 每 一 正 数 = 存在 
自然 数 mm ,使 得 当 # 之 mr 时 ;|r) 一 了 f(r) | 之 对 于 任何 rEM 都 
或 立 , 那 么 称 消 数 序 列 jf. 均匀 (或 一 致 ;收效 于 函数 厂 

定义 在 集合 M 上 的 实 值 阻 数 序列 (x 二 1,2，…") 为 均 旬 收敛 
的 充 要 条 件 是 ; 对 于 每 … 正 数 。 存 在 有 充分 大 的 自然 数 mm,; 使 得 
当 p>m,g9 之 mm 时 ,| /C7) 一 了 Cr) [< 之 e 对 每 一 个 xEM 都 成 立 . 

如 果 连 续 实 值 函 数 的 序列 均 色 收 仇 , 则 它 的 极限 函 救 也 是 连 
续 函 数 . 

命题 6.3. 2 设 MM 为 拓扑 群 局 的 紧 致 子 集 . 定义 在 M 上 的 
均匀 收 黎 的 连续 实 值 函数 序列 六 ,六 ,… 一 定 是 均匀 连续 的 ,而且 
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是 均匀 有 界 的 . 

证 明 设 了 为 序列 石 , 户 ,的 极限 男 数 . 因为 好 是 紧 致 的 ， 
奔 以 从 节 连 续 可 得 出 了 均匀 连续 . 因此 对 于 任 给 正 数 s 存在 用 
的 单位 元 案 的 邻 域 YV, 使 得 当 ry EV 并且,yEMM 时 ,有 1f(x) 
一 了 Ay) | 过 ej/3. 另 一 方面 ,由 题 设 得 ,存在 充分 大 的 数 户 ,使 得 当 > 
之 时 ,有 

[fir fr | Eels, A Cm f(y) | < es. 
由 此 得 出 , 当 zyE 开 ao 1EV 以 及 nn 之 pp 时 ,有 T(x) 一 了 (Cy): 
.其 次 ,以 VQ 二 1,2,…, 记 ) 表 示 满 是 下列 条 件 的 单位 元 素 的 今 
域 : 当 xyyE 有 并 了 xy EV 时 ,有 [C7 一 了 f(y) | 之 (因为 了 
连续 ,所 以 它 均匀 连续 ), 然后 以 U 表示 所 有 邻 域 六 ,T ,… ,的 
交集 ,于 是 当 xEM,yE MH,zy IEz 时 , 恒 有 不 等 式 
fr) 一 六 (| ss， 了 一 1 2 

因此 序列 矿 , 产 是 均匀 连续 的 . 它 的 玖 名 有 界 性 是 由 和 主 当 m > 记 
时 :有 | fC) [<i | 十 5/3 ,而 区 数 fs » fs sm “fs 是 有 界 的 . 
| 

命题 6.3.3 设 避 为 拓扑 群 ,M 为 G 的 紧 致 子 集 . 设 4 为 定 
义 在 梨 合 财 上 的 均 押 有 界 与 均 色 连续 的 函数 组 . 则 在 和 4 的 每 -- 函 
数 序列 中 总 可 以 取出 均 邱 收 人 误 的 子 序列 . 

证 明 设 < 为 任 一 正 数 ,为 上 中 单位 元 素 的 邻 域 , 它 满足 ， 
当 xyE 邮 mo ErrE4 时 ,有 

| .Fr — fl | < {7) 
其 次 , 设 仿 为 4 的 某 一 无 限 子 集 , 又 aE MH. 于 基 存 在 入 的 无 限 子 
集 4 ,使 得 当 rzrE MrEVarEA ,gEA' 时 ,有 
fr) -~ gCT)| < 36. C8) 

这 一 步 的 理由 为 ;由 于 作 的 均匀 有 界 性 , 灶 集合 中 每 一 函数 在 
点 的 图 数值 都 一 定 在 一 有 界 区 人 上 ,所 以 存在 一 个 长 为 的 区 间 
了 ,使 得 汪 中 有 无 限 子 集 4 ,在 4 中 所 有 函数 在 e 点 的 页 数值 者 
属于 工 央 此 当 AE AgE 4 时 ,有 
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[fa} — g(a)| < ee. (9) 
此 外 ,由 于 (7), 当 xEMrxEVayfEA'1gEA' 时 ,有 
[fr — fa)| <e, letrx} — gta)| <ie, C10) 
从 (9) 和 010) 得 出 C8). 
当 a 中 8 裔 让 时 , 形 如 .a 的 所 有 开 集 所 成 的 集合 秆 盖 M. 由 
于 半 紧 致 ,所 以 可 以 从 中 选 出 有 限 覆 盖 Tue,… ,Va. 由 前 面 所 
证 的 结果 , 当 a=a 时 ,4 中 存在 无 限 子 集 么 "满足 条 件 (8). 同样 ， 
在 4 中 可 取出 无 限于 集 4。。: 它 满足 : 当 了 EMzETeasyE 
和 AEY gy 时 ,有 
[flr) ~ ger)| < 3e. 
继续 这 样 的 过程 ,我 们 可 以 得 到 集合 和 .。.….; 它 满足 ; 当 xEM， 
FE A a EA 0, 有 
[fitz) 一 如 (| < 3e， 《11》 
记 和 =A : 
现在 设 六 , 产 ,…， 六 是 4 中 某 一 函数 序列 , 以 妨 表 示 这 个 
序列 中 所 有 阔 数 所 成 的 集会 . 假如 4A' 是 有 限 的 ,那么 命题 显然 成 
立 ( 从 仿 中 取 一 个 阔 数 组 成 一 个 子 序列 , 则 这 个 子 序 列 均匀 收 敦 
到 它 自身 ). 下 设 如是 无 限 集 ,并 且 给 出 收 化 于 零 的 正 数 序列 &， 
cs 由 上 面 所 证 的 ,从 证 中 可 以 取出 无 限 子 集 么 一 鱼 , 当 
E 一 6 时 , 它 满足 条 件 (11). 同样 ,从 六 中 可 以 选 出 无 限 子 集 4 , 它 
满足 条 件 : 
当 xzEM,fES ,gES 计 , 有 |f(x)— g(x) |<<38. 
继续 这 样 的 过 程 , 我 们 做 出 序列 
ee i en 2 en 
这 些 入 都 是 和 访 的 无 限 子 集 , 而 且 满 足 条 件 ; 
当 rEM,fE& ,gE 时 ,有 
{fr 一 有 Cr 3 N= 1 (12) 
现在 我 们 从 勾 中 任意 取出 一 函数 gi1; 从 训 中 任意 取出 一 五 数 
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人 ,不 过 要 求 gs 在 序 刻 万, 六, 六 ,… 中 的 下 标 要 超过 g 的 下 
标 ; 从 入 中 任用 一 个 函数 g;, 其 下 标 超过 gs: 的 下 标 ; 以 此 类 推 . 这 
样 所 得 的 序 询 gi ,gz,g3,… 基 原 序 到 的 子 序列 ,由 于 (12), 它 是 潢 
是 均匀 收 合 的 条 件 的 ， 1 

设 好 为 紧 玛 拓扑 空间 , 如 果 定 义 在 邮 上 的 连续 实 亿 薄 数 序 
列 六 :六 ，…: 答 茹 收 化 于 函数 了 ,那么 我 们 有 

limK(F :KC(NA, limLef) = LF}, limS Cf.) = SCA)., 

设 忆 为 六 琵 群 ,在 所 有 定义 在 避 上 的 连续 实 值 丙 数 组 成 的 集 
合 CCO) 中 可 以 自然 地 引入 距离 . 设 /,g 是 马上 的 连续 实 值 函数 ， 
则 |fCr) 一 gx)| 仍 是 6G 上 的 连续 函数 . 由 于 妃 是 紧 臻 的 ,因此 
f(x) 一 gtx)| 有 服 大 值 . 令 

df g) 一 max |f (x) - g(r)|, 

易 验 训 ; dC 站,g ) 满 足 距离 函数 的 三 个 条 件 . 于 是 CCG) 成 为 度量 空间 . 

现在 我 们 回 到 紧 敏 群 上 建立 不 变 积分 的 问题 . 

定义 5 设 了 是 定义 在 紧 致 群 和 上 的 连续 实 值 画 数 . 如 果实 
数 p 具有 下 列 性 质 ; 对 每 一 正 数 = 存在 如 的 有 限 元 素 组 4, 使 得 
对 任 -- EC 有 有 


IMAf;r) — pI (13) 
那么 称 这 种 数 产 为 明 数 了 的 右 平均 数 . 

引 理 6. 3.2 每 一 个 定义 在 紧 致 群 G 上 的 连续 实 值 函数 都 全 
少 有 -个 右 平均 数 . 

证 明 设 了 为 G 上 的 一 个 连续 实 值 函数 . 设 4 为 G 中 任 一 有 
限 元 素 组 , 用 和 4 表示 形 如 可 (4, 让 的 所 有 消 数 的 集合 . 从 关系 式 
(2) 和 (3 得 出 ,4 是 均匀 有 措 的 ;我 们 来 证 4 是 均匀 连续 的 . 

圭 为 G 紧 致 ,由 广 连 续 可 推出 了 均匀 连续 . 因 北 对 每 一 正 数 s 
存在 月 单位 元 素 的 邻 域 站 ,使 得 当 xy 'EV 时 ,有 |f(x) 一 (yy)| 
< 市 如 果 zxy IE 那么 (zafye != 二 xy ETY 所 以 也 有 
| .Frer 一 Fal<s 由 此 得 出 
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IMCA fr) — MA, fv) | Ee. 
Ty GEP 以 及 4 为 任意 月 限 元 素 组 时 ,最 后 ”个 不 等 式 必 是 成 
立 .因此 ,4 是 均匀 连续 的 贤 数 组 . 
用 * 表 示 4 中 所 有 泉 数 的 振幅 的 下 确 界 . 在 4 中 存在 肖 数 的 


糯 


序列 
站 (14) 
使 得 limS Ch 一 4. 因为 4 不 均 刘 有 界 与 均匀 连 总 的 , 据 命 题 
6. 3. 3 从 序 列 人 14) 中 可 以 选 出 均 导 收 伍 的 子 谋 列 
EIB He, C15) 
并 且 以 & 表示 这 序列 的 极限 .因为 limSte 一 S(g), 所 以 Stg) 
二 5. 我 们 来 证 5 为 常数 图 数 , 或 者 即 证 s 一 0. | 
和 如果 不 是 常数 , 据 引 理 6. 3. 1 ,存在 所 的 有 限 元 素 组 4 ,使 得 


SC4 9) = ss < s. {16) 
取 e 一 于 二 为 序 庆 中 ) 艾 名 必 钱 十 如 ,所 以 存在 自然 数 上 ,使 得 
ye | 过 Ee 对 切 xEG, 由 此 得 出 

adC4 si) 一 MA,gi;T) C17) 


队 品 人 6) 和 (0?) 得 二 SCMCA, gi)) Es 二 2e<y 由 关系 式 (5), 殉 数 
af(4,g 是 属于 4 的 , 因 了 过 ,我 们 得 和 到 了 耶 盾 .从 而 & 是 常数 册 
数 , 即 ,str) 王 六 . - 

因为 序 询 (15) 沟 色 收 但 于 ,所 以 对 每 一 正 数 6 存在 白 然 数 
nn: 悟 得 | gC7) 一声] 之 e. 而 gs 所 六, 因 此 对 每 一 正 数 : 站 在 和 有 如 中 
的 有 限 元 素 组 4 满足 不 等 式 (13). |. 

设 让 是 定义 在 紧 玛 群 上 的 连续 实 值 了 数 ;B= 二 [61 ,a "*， 
5 是 局 的 元 素 组 . 令 


f bjx) 
M(B, fsx = 了 2 (18) 

训 得 到 变量 xEG 的 新 的 函数 M(B, 让 .可 以 肯 接 验 让 
MAMB IN OS MB MA, A ). (1) 
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如 果实 数 g 具有 下 列 性 质 : 对 于 每 一 止 数 = 存在 扬中 的 有 限 郊 堆 
组 BB; 使 得 | (CB,fi:2) 一 9 | 之 e 对 任意 rzEG 都 碟 立 , 则 称 e 为 天 
数 节 的 左 平 均 数 . 每 一 个 定义 在 紧 致 群 和 上 的 连续 实 值 函数 至 少 
有 “个 赫 平 均 数 ,为 了 证 明 这 :点 ,在 避 中 保持 原 有 的 拓扑 ,而 中 
和 人 新 的 乘法 运算 : aX5 二 ba, 得 到 新 的 拓扑 群 G1. 不 难看 出 ,对 总" 
任 言 的 右 半 均 数 是 对 G 而 言 的 左 平 均 数 ;因为 右 平 均 数 的 存在 书 
证 ;所 以 这 就 证 明了 堪 平 均 数 的 存在 . 

引 理 6.3.3 ”对 于 定义 在 紧 致 群 G 上 的 连续 实 值 函数 /, 只 
存在 一 个 右 平均 数 , 并 且 也 只 存在 一 个 左 平均 数 ,而 且 这 两 个 平均 
数 相等 . 这 样 所 得 的 一 个 唯一 的 平均 数 称 为 函数 了 的 平均 数 , 记 
作 ME 让. 

证 明 设 记 为 函数 六 的 某 一 石 平均 数 ,gy 为 了 的 某 一 左 平均 
数 .于 是 满足 关系 式 (13) 和 |M'(B,f;x) 一 g <e, 在 美 系 式 (13) 中 
以 bir 代 昔 2+, 按 了 从 1 加 到 ;上 骨 除 以 ,有 即 得 

IM CBEC4 Nr — pp| ie. (20) 
类 似 的 方法 可 得 

IMCAM' (BD);r) — 9g| Le (C21) 
从 (20),521) 和 (19) 得 ;|p 一 g | 过 2e. 此 不 等 式 对 一 切 正 数 s 都 成 
开 ; 所 以 p= 二 9. 国 此 每 一 右 平均 数 等 于 每 _ 左 平均 数 . 这 也 就 说 明 
了 六 的 左 、 右 平均 数 都 只 有 一 个 ， 1 

引 理 6.3.4 设 A 和 g 是 定义 在 紧 致 群 G 上 的 两 个 连续 实 植 
元 数 , 则 


Mf + 8) = MOD + Mg). (22) 


上 

0 门 ) = MN, (23) 
设 于 ( 方 一 声 于 是 疡 是 子 的 左 平均 数 . 对 于 任 一 正 数 e, 存 在 避 中 
有 限 匹 素 组 C 使 得 |M'(C,f;x) 一 p|<s. 在 此 关系 式 中 以 x6, 代 
赫 <, 然 后 按 7 从 1 加 到 4, 再 除 以 mn; 即 得 
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IMCBM' (C/A) — p| a. 
据 (19), 得 . 

[IM (CMIB Nr pp| ie. 
因此 ,pp 是 沙 数 加 (8B ,让 的 左 平 均 数 ,所 以 (23) 式 成 立 ， 

现在 设 训 (8g) 二 g. 于 是 9 是 中 航 右 平均 数 ,对 任 - : 正 数 e 存 在 

G 中 有 限 元 素 组 吾 , 使 得 |M(Bgiz) al<e 从 这 个 不 等 式 得 出 
MA CBE 一 | 之 e; 其 中 A' 为 任意 有 限 元 寄 纽 . 由 于 (5) 
式 ; 得 


[MAB gsr) — ol < (24) 
由 于 (23) 式 ,pp 是 函数 MCB, 让 的 于 均 数 , 即 存 在 G 中 有 限 元 素 组 
及 ;使 得 |MCA1MCB, 记 1x7) 一 思 | 之 ;而 由 于 (5) ,得 
IMCAB,fyr) 一 站 二 《25) 
关系 式 (24) 和 (25) 当 A' 二 4 时 就 给 出 
IMCAB,f + gr) — (p+ gq) < 2e. 
内 此 p 十 9 基 育 数 f 十 g 的 右 平 均 数 ,这 就 证 明了 关系 式 (22).。 | 
引 理 6.3.5 设 广 为 定义 在 紧 致 群 避 上 的 连续 实 值 再 数 ,a 
沪 避 中 性 一 元 素 . 令 广 (r) 一 rae) ,站 Cr) 一 /ary). 那么 
MOF = MOD, MO ~— MUON). 
证 明 因为 


CIz) = LS PCa,) 一 工 >VFCzaa) 
了 全 mt 大; 


= MiAas fxr), YriEG. 

所 以 MCA, 六 一 M(Aa, 让 .由 此 关系 式 可 以 直接 得 出 ;函数 产 与 
广 的 石 平均 数 是 一 致 的 ,因此 MCF) 一 MC 有 ). 同 理 , 利 于 左 平 均 数 
可 以 证 明和 (Cf 一 MC 站 . 
引 理 5.3.6 设 了 是 定义 在 紧 致 群 如 了 上 的 连续 实 值 函数 ,而 
且 是 非 负 的 与 不 恒 等 于 替 的 . 则 MC 有 ) 守 0. 

证 明 因为 G 紧 致 ,有 目 连续 ,所 以 fF 有 界 量 能 达到 上 下 确 
界 , 选 取 六 使 只 >0 且 琴 小 十 六 的 上 确 界 . 于 是 存在 开 集 UCG, 使 
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得 当 xEU 时 用 裤 守 hh 计 0. 撒 如 Ua-'itaEG) 的 所 有 于 集 组 成 
的 履 盖 ;由 于 GG 紧 禾 , 可 以 从中 选 出 有 限 覆 盖 , 即 存在 有 限 的 尖 
素 组 A= faayaz yan} 使 得 Earl 一 2 覆盖 C. 对 于 等 
一 之 EG 有 六 DD) 宇 0; 而 对 任何 xEG, 存 在 上 使 得 z+EUar!, 节 as 
ED; 因此 f(zras) 庆 有 从 而 和 MCA, TY) 宇 him; 即 M1) = 
MCM(A, 让 ) 这 hk/m, 这 里 利用 了 (23) 式 和 (1) 式 . | 

定理 6. 3. 1 的 证 明 对 于 每 一 定义 在 紧 致 群 和 上 的 连续 实 
值 函 数 / ,我 们 令 


| reraz 1 一 ARC {26) 


作为 积分 | /Cz2dx 的 定义 . 

设 天 入 如 , 刚 

M(A,kf ;7) 一 1 Sgf Cra,) = EMCA, fyx). 

设 可 (让 二 pp, 则 对 于 每 个 正 数 :, 存 在 CG 中 有 限 元 素 组 4, 使 得 
TA 了 一 户 | 之 ge 对 一切 x 全 G 成立 . 从 而 有 

[MCA EF Sr) — kp| 一 || IMCA,f 一 疡 | < |k|e. 
因此 她 是 阔 数 的 右 平均 数 , 好 M4 Cp) 一 MC). 再 由 引 理 
6. 3.4, 即 得 积分 定义 1 中 的 茶 件 1) 成 立 . 

由 引 理 6. 3.6 得 到 正定 性 . 由 引 理 6. 3.5 得 到 不 变性 . 显然 
MD 一 1, 即 条 件 4} 成 立 . 

假如 用 菜 一 方法 定义 了 积分 | AKCzydz, 它 满足 定义 1 中 的 


条 件 1) 一 4). 我 们 来 证 | Aceedz = MC]). 


设 训 为 图 数 了 的 右 平 均 数 ,于 是 对 每 一 正 数 es, 存在 台中 有 限 
元 素 组 43, 使 得 | 和 C4 ,x 一 p< 对 一 切 xEG 成 立 . 即 
eMiA fx) — pee 


利用 不 变 积 分 | f(x)dz 的 线性 和 正定 性 以 及 规范 性 ,得 


~ se< {MA indr— p<e, 
即 | | MCA,f3z)dz 一 p| <e. 利用 有 不 变性 和 线性 可 得 


” re) 
| Ma, fr)dr = [ > 0g 


于 是 有 | | /Cz)dz 一 p| <, 由 于 此 不 等 式 对 任何 正 数 。 痢 成 立 ， 


所 履 人 rcoaz 二 p 二 MK 这 就 证 明了 GG 上 不 变 积分 的 唯一 
性 | 
推论 6. 3.1 紧 致 群 G 上 前 不 变 积分 还 满足 


| fe- Vdz = | fydz. (27) 
证 明 对 于 G 上 任 一 连续 实 值 函 数 /, 令 
| Aeroydz = | fr-Vdx. 
我 们 来 证 | Ace)dz 满足 线性 正定 性, 右 不 变性 和 规范 性 ,从 而 
由 定理 6. 3. 1 的 证 明 过 程 知道 , 必 有 | (ze)dz = | f(z)dz, 于; 
《27) 式 得 证 . 


由 于 冰 数 f(x 0) 是 函数 /00 与 阔 数 4 一 x ! 的 复合 函数 ,并 
且 当 xz 由 遍 G 中 元 素 时 ,x ! 也 跑 遍 GG 中 元 素 , 因 此 容易 验证 


[frydz 具有 线性 、 正 定性 和 规范 性 . 现在 来 验证 它 也 具有 右 不 
变性 . 对 于 aE€, 设 产 (x)= 二 了 txra). 我 们 有 
[ fraydzr = | 7 (zydzr 二 | Peerodz 一 | ezneodz 


1 和 0 


一 J ‘x) dz 一 | Aeroaz 一 [ FCzydzr， 
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共 中 倒数 第 二 个 等 号 利用 了 积分 | /Ce)dz 的 左 不 变性 . 由 定理 


6. 3.1 中 已 证 明 的 唯一 性 , 即 得 | er dr -- | remar I 
推论 6. 3. 2 紧 致 群 局 上 的 不 变 积 分 还 满足 


| jf nar < jif0) Idix. (28) 
证 明 显然 |fixz} | 也 是 上 的 连续 隐 数 .因为 | f(x)!- 


六 


Se0 所 区 | (791 AceDdaz0, 有 从 而 | oonldz 
| Gapdz- 因为 1ACoD 1 + Aa) 沽 0 所 以 | Ce Tid 


主公 而 | readz- | :Acrylde 因此 (28) 式 成立 1 
定 广 在 上 上 的 复 值 琴 数 可 以 写成 = 了 ig, 其 中 了 与 & 都 拓 


定 文 在 避 上 的 实 值 琢 数 .如 果 /与 g 者 连续, 则 称 玉 = 十 ig 为 连 
绫 复 值 函 数 . 


对 于 定 立 在 紧 致 群 三 上 的 连续 复 值 末 数 产 = 十 这, 我 们 用 等 式 
| 吧 (x dr 二 | Aeroaz -1 | gna 


作为 htr) 积 分 的 定义 . 容声 验证 ,连续 复 值 函数 的 积分 也 满足 线 
性 \ 不 变性 ,说 范 性 以 及 下 述 关系 式 


| | htrydzr 
站 


去 | [hx) [dar. C29) 
[A 


我 们 来 证 (29) 式 , 记 | cadz = a， | g(x)dx = 6 我 们 有 
| | heydz| 一 好 十 天 一 a | fr)dr .8 | gCr)d7 
Er Ly 全 


一 | afca) + gtzr) dr 


二 | va WI) 十 CEFdz 


-vv 本 二 到 | la lde, 
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由 此 即 得 (29) 式 . | 


连续 复 值 函数 的 积分 还 满足 
| ez dx 一 | aczodz， C30) 
| hixydr = | Rezjdx. C31) 
[ey 全 


我 们 不 仪 对 一 个 变 攻 的 函数 用 到 积分 ， 面 县 还 对 芯 个 变 莉 的 
果 数 用 积分 ,这 里 必须 证 明 ,积分 结果 与 积分 次 序 无 关 . 

引 理 和 3.7 设 避 与 五 是 两 个 紧 人 族群 , 广 为 两 个 变量 了 E 收 
与 yE 五 的 连续 实 值 沙 数 . 当 y 固定 时 ,了 就 是 zz 的 连续 函数 ,于 
是 有 积分 | f(z,y)ydz = g(y). 则 g 是 定义 在 日 上 的 连续 函数 . 

证 明 记忆 三 CX 石 , 国 数 了 可 以 看 或 一 个 变量 > 一 (Cry)E 
P 的 连续 函数 . 因为 群 P 是 紧 致 的 ,所 以 了 必 为 均匀 连续 消 数 , 因 
此 对 于 任 给 正 数 。 存在 有 PP 的 单位 元 素 的 分 域 氏 ,使 得 当 /x 
所 信 时 ,有 | 了 f(z 一 fz) | 之 s. 邻 域 W 是 所 有 tzr,y) 这 样 的 元 素 
对 所 组 成 的 ,其 中 xEU,yEV, 而 UV 与 VY 各 为 群 5 与 瑟 的 单位 
元 素 的 邻 域 . 因此 如 果 zx TEU,yy IE 那么 | Fr 一 
zy) <e 特别 : 当 光 人 站 时 有 zy 一 Fr <s. 由 
此 得 出 


Igy ) — gc) = | | ee — for 
去 [lfersy) — frsy) ldz 


< sxe 
人 


因此 ,gly) 是 均 身 连 续 的 函数 . 下 

定理 6.3.2 设 避 与 吾 为 两 个 紧 致 群 ,P 为 它们 的 直 积 ,了 为 
两 个 变量 x EG 与 y€ 日 的 连续 实 值 图 数 .f(x,y)= 二 了 (zx) ,zz 二 
Crsy) EP. 则 我 们 有 

[ME ,dz | dy 一 [i | rersady| dz 一 | ,fedz, 
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把 上 上 述 积分 记 作 J fs ydzdy. 


证 明 ”我们 米 证 | | | fwar) dy 二 | fd 为 比邻 
| fz)dz 二 | ， | J renaz] dy， 
易 验证 积分 | /Cz)ds 只 有 线性 ,正定 生 , 规 范 性 . 下 面 验证 它 具 
有 右 不 杰 性 ; 谱 cEPyc 二 (4s) ,4aEGbERH; 于 是 
[fods =|. | frasy6)dz, dy 一 Lf)dz) dy 


_ [Lf fcr,war)dy ~ [fa 
由 于 不 变 积分 的 唯一 性 , 便 得 到 
[A dy =- | reoaz 


园 理 可 证 | (| Acsoodyjaz= [fd 1 
如 果 群 G 与 群 五 一 致 ,那么 函数 /(z,y) 是 定义 在 G 上 的 两 
个 变量 的 连续 函数 . 这 个 情形 是 最 重要 的 . 
习 题 6.3 


1. 设 避 与 吾 为 两 个 紧 致 群 ,P 为 它们 的 喜 程 ,了 为 两 个 变量 
zc 与 3E 吾 的 连续 复 值 函数 . (zy) 一 了 (xz) ,z= 二 (7,Y)EP. 
设 关 zy 二 9) 十 (ryy) ;其 中 六 xyy) 与 六 人， 雪 是 两 个 
变量 的 连续 实 信函 数 . 当 y 固定 时 ,可 以 有 积分 | Fr,z)dz ~ 
gLY). 证 明 : 


《2 gto) 是 五 了 上 的 连续 复 值 函数 ， 
C1) 于 J fae) dy = | ft) dz 
一 | reoaz， 
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把 这 个 本 分 记 作 | Frsvydrdqy 


$4 紧 致 群 的 表示 的 完全 是 约 性 


在 这 - - 节 我 们 要 证 明 紧 臻 群 上 每 一 个 有 限 维 的 复 ( 或 实 ) 线 性 
表示 都 是 完全 可 约 的 .从 而 为 广 描绘 :一 个 给 定 的 紧 致 群 G 在 复数 
成 (或 实数 域 ) 上 的 所 有 有 限 维 线性 表示 ,就 只 要 去 研究 6 的 所 有 
不 加 约 表 未 ， 

回忆 完全 可 约 表 示 的 定 六 ; 群 G 在 域 玉 上 的 线性 表示 Cp, 玉 ) 
称 为 是 完全 可 约 的 .如 果 对 于 VY 的 每 一 个 品 不 变 子 空间 已 .都 存 
在 VV 的 G 不 变 子 空间 信使 得 VW 一 UW 虽然 对 于 VF 的 每 一 个 子 
空间 都 存在 补 空 问 , 亿 是 怠 不 变 子 空间 上 的 补 空间 不 一 定 舵 局 不 
变 的 , 如 果 Y 是 -个 欧 氏 空间 , 即 Y 中 给 定 了 一 个 内 积 , 那 么 V 的 
作 … 子 空间 与 它 的 正 交 补 的 间 和 恰好 是 了 .对 于 7 的 人心 不 变 子 空 
向 忌 . 我 们 和 希 谋 它 的 正 交 补 Ut 也 是 GG 不 变 的 , 即 任 意 aE€ 0, 希 
雇 寻 一 切 gEG 有 YigYaEULt, 这 也 就 是 慨 求 对 - “ 切 BEU 有 
Copleya,B)==0. 因为 是 G 不 变 的 ;所 以 glg AEU. 记 六 = 
pe Bg)P =B. 人 而 (gle p= (pig)a, pg) ). 由于 
《ae 一 0 如 果 能 有 (gey ME 一 (8) ,那么 gyaEUL. 
这 表明 ; 如 果 下 中 存在 这 样 一 个 内 积 :能 够 使 (PE 二 ,CE)y) 一 
Cy) 对 一 切 gEG, 一 切 x;yEV 都 成 立 , 那 么 从 到 是 全 不 变 的 ， 
醋 以 得 出 [于 一 定 是 惰 不 变 的 . 从 而 tp,7) 便 是 完全 可 约 的 . 王 述 
性 质 意 味 着 对 于 Y 的 这 全 内 积 , 对 一 切 有 EEC,2Cs) 者 是正 交 变 
换 . 称 具有 这 样 性 质 的 内 积 为 G 不 变 内 积 ,这样 的 表示 {9,V) 称 为 
局 的 正 交 表示 (参见 第 一 章 34 的 定义 1). 综 上 所 述 , 要 说 明 紧 致 群 
G 的 有 限 维 实 线 性 表示 (gp,V) 是 完全 可 约 的 , 美 键 基 : 在 VY 中 找 
到 -个 所 不 变 内 各 ,使 得 (2 是正 变 表示 ， 

定理 6. 4. 1 紧 致 群 的 每 一 个 有 限 维 实 线性 表示 是 止 交 表示 . 
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证 明 设 (p,V) 是 紧 铂 群 避 的 一 个 有 限 维 实 线性 表示 . 投了 
是 的 任意 一 个 内 积 .给 定 a,BET ,我 们 来 说 明 /gl yagia)P) 
是 蛮 证 gEG 的 连续 国 数 . 为 此 在 V 中 取 - :个 标准 正 交 基 e ,ss， 
YF. 设 在 这 个 基 下 
提供 的 第 阵 表 示 是 王 , 则 

EIQ = erés sr ,IB gr)X, 
EIB = (ene st IBLE)Y. 


于 是 
fea pRB) = (gEY BY = KBs) BY. 
由 于 多 是 紧 致 群 6 的 线性 表示 ,所 以 的 矩阵 元 案 是 GG 上 的 连续 
晴 数 .从 而 glg)esplg)B) 是 定义 在 SG 上 的 连续 函数 ,因此 它 看 
上 上 可 以 积分 . 令 
F (a8) 一 | ecepewe)pP)dg， 

这 给 出 了 普 上 的 一 个 新 的 二 元 函数 ,容易 验证 它 具 有 双 线 性 .对 
称 性 . 现在 来 验证 它 具 有 正定 性 ; 因为 了 是 V 上 的 内 积 , 所 以 
Sa Ba)E0, 并且 等 号 成 立 当 且 仪 当 Mg&)e 一 6, 即 a 二 0， 
因此 了 (aso) = | pe)aypCe)a)dg 之 0, 并 且 等 号 成 立 当 且 仅 
当 fgg)a,g9L8)a) 恒 等于零 (Y gE0), 妈 ,a 一 0. 所 以 了 是 V 上 的 


又 一 个 内 积 , 我 们 来 证 明 它 是 G 不 变 的 ; 对 任意 hE G, 我 们 有 ( 利 
用 积分 的 右 不 变性 ): 


7 (pppC10) = | f pg) Va, pI oh) BY dg 


_ | fergie gg) Bydg 


一 | f(rgya ,tg Bde = f (a,8), 


这 表明 /是 G 不 变 内 积 , 即 ,对 于 Y 的 内 积 了 ,对 一 切 hEG,g(h) 
是 正 交 变换 ,从 而 Pp 是 正 交 表示 . 1 
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类 钠 邮 :可以 证 胡 紧 致 绊 的 等 个 有 限 维 复 线 狂 去 示 庆 间 去 

EE 

定理 6. 4.2 览 致 形 的 每 一 个 有 限 维 实 ( 复 ) 线 性 雯 示 是 完全 
H 2 区 的， 

证 明 设 (y,W 是 紧 致 群 的 一 个 有 限 维 实 ( 复 ) 线 性 表示 . 
在 VY 中 取 一 个 GG 不 变 内 积 ,VV 成 为 欧 几 里 得 空间 ( 症 空 间 ). 设 1 
是 VY 的 任意 一 个 忆 不 变 子 空间, 则 V=UBU :我 们 在 本 广 第 一 
段 忆 经 让 明 Ut 是 如 不 变 子 空间 . 因此 (py 是 完全 可 约 的 中 


习 题 6.4 


1. 对 十 拓扑 群 (有 R, 十 ) ,任意 给 定 一 个 复数 a, 今 
Ge, teR. 

C1) 说 明 折 扑 群 4 如 ,十 ) 的 每 个 1 次 复 表示 县 有 车 述 形式 . 

(2) 证 明 ; %G 是 首 表 示 当 且 仪 当 a€R. 

2. 给 了 拓扑 群 ( 百 , 十 > 到 拓扑 群 SO(2) 的 - -个 映射 


i'eost CO— sint 
fitrme , 。 
sint COS! 
{1) 证 明 ; 了 是 拓扑 群 ( 玉 ,十 ?到 拓扑 群 SO (2) 上 的 同 态 , 并 
HkKerf= {2nm|mE ZSO(2)R/2n2. 


(2) 证 明 ; 紧 致 群 SQ C2) 的 每 一 个 不 可 约 酉 表示 蚌 1 次 的 . 
(3) 设 昌 是 紧 致 群 SOC2} 的 一 个 不 可 欧西 表示 ; 令 


[cost — sint 
韶 (r 十 2mz) 一 ®| 


上 


证 明 ; 争 是 拓扑 群 (RR, 十 ) 的 一 个 不 可 约 西 表示 ,并 有 自 定 (27) 一 
S00)=1, 

反之 , 设 当 是 拓扑 群 (R, 十 ) 的 不 可 约 西 表示 并 且 满 足 
(2nm) 二 1 ,YY meEZ. 令 


"| 


,其 中 0 所 2 EZ. 


sint costl 


cost 一 StnE 
|}= se? 0 所 + 一 2x. 
STIEE COse) 
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证 明 : 画 是 紧 致 群 S02) 的 一 个 不 可 约 省 表示 . 

说 明 紧 致 群 SO(2) 的 不 可 约 丁 表示 组 成 的 集合 与 拓扑 群 (R， 
站 的 满足 “ 钙 (2xm) 二 1 对 一 切 mE 2Z" 的 不 可 约 丁 表示 于 组 成 的 集 
合 之 间 有 -一 一 对 应 . 

C4) 证明: SQ (C2) 的 每 一 个 不 可 约 复 表示 具有 形式 


I 


,| 


1 | sinr Cost 


《5) 证明 : 


icost — sint 


= ev ,02nnt 2. 


1 fi ,A 
Dz Ev ‘Af 一 Bi. 
自 


3， 如果 瑟 是 群 G@ 的 酉 表 永 , 它 提供 的 特征 标记 作 X. 则 对 于 
任意 gEG 有 lg =Blg)' ,并 且 X(g 一 大 Cg) 
4. 设 Cp 人 是 3 阶 循环 群 上 = ae: 的 2 次 实 线性 表示 ,在 Y 的 一 
个 基 s ,es 下 ,9 提供 的 扎 阵 霄 示 旬 使 得 
Bla) 一 | 本 小 
1 一 1 
求 了 的 一 个 G 不 变 内 积 . 
5. 设 了 上 和 态 是 有 限 维 复 向 量 空间 Y 的 两 个 内 积 . 则 存在 下 
的 一 个 变性 变换 o 使 得 
FayB) = furloaB) (1) 
对 一 切 a,B8EV 成 立 ， 
《提示 : 易 看 出 ,只 要 证 (1) 式 对 于 了 的 一 个 基 成 立 , 为 此 设 
terrezs"" 2s) 是 VV 中 关于 内 积 矿 的 一 个 标准 正 交 基 , 设 = 是 在 这 
个 基 下 短 阵 为 (jey,e.)) 的 线性 变换 , 则 


foe se;) 一 | yeseoe ;ei 
由 el 


一 Df eer) foleises) 一 了 Ceiyei)， > 
ml 


6. 设 (g,7) 是 群 如 的 不 可 约 丁 表示, 则 站 的 G 不 变 内 积 在 相 
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差 一 个 常数 因子 的 意义 上 是 唯一 的 . 
{提示 ; 设 记 和 了 是 VY 的 黄 个 不 变 内 积 . 据 第 5 题 , 存 在 下 
的 一 个 线性 变换 = 使 得 (1) 式 成 立 . 去 证 a 与 一 切 gfg) 可 交换 ,为 
此 考虑 对 于 任意 g€G, 任 意 x,y 人 WV, 有 
faplg) apigI ry) 一 flaglpg)r, FE)Y) 
一 Fpla) ,pe)Yy) 
= f(xy) 一 三 Coxzyy]i 
出 此 得 出 gg2 7 1ogpig) 二 5. 利用 Schur 引 理 得 ,a 一 clv 对 于 某 个 上 
Eee. 因 北 f=cfh.) 
7. 设 Cp,W 是 群 上 6 的 西 表示 . 设 UW 是 VV 的 最 小 不 变 子 空 
闻 使 得 pr 与 gw 不 等 价 . 则 U 和 三 对 于 V 的 任意 一 个 局 不 变 内 
积 是 正 交 的 . 
(提示; 男 定 一 个 立 的 避 不 杰 肉 积 ,Y 成 为 酉 空间. 设 c 是 Y 
在 UU 上 的 正 交 投影 , 则 Kera 一 ZL .把 在 三 上 的 限制 这 作 e , 它 
是 WW 到 5 的 一 个 线性 映射 . 去 证 满足 got8)o 王 019 wt8) 对 一 
切 gEG. 为 此 在 了 中 取 一 个 标准 正 变 基 mo 局， 订 ，: 
8 ,其 中 必 E 居 BELL 注意 苔 也 是 全 不 变 子 空间 ,从 玫 和 gtg) 
在 此 基 下 的 第 阵 可 着 出 ogtg) 二 gg8)o- 由 利用 Schur 引 理 . ) 


5 正 交 关系 


这 一 节 我 们 来 讨论 紧 致 群 的 不 可 约 复 表示 的 窍 阵 元 素 之 间 的 
正 变 关系 ,特别 地 还 将 得 到 特征 标的 正 交 关系 .在 本 章 8 2 我 们 已 
指出 : 研究 紧 致 群 的 不 可 约 介 表示 的 有 力 工 具 是 Schur 引进 . 现 
在 我 们 用 和 矩阵 的 语言 把 Schur 引 理 和 撕 述 一 遍 . 

Schur 引 理 设 下 和 于 分 别 是 群 G 的 二 次 和 和 产 次 不 可 约 复 
拖 阵 表示 . 设 C= (ci) 是 复数 域 上 mrwXxn 矩阵 ,使 得 

更 (SOC 一 CECg)， YgEG. {1) 
(iD 如 果 汪 与 于 不 等 价 , 则 C=0; 
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fiiy 如果 下 一 更, 则 CC 一 和 ,其 中 1 是 某 个 复数 ， 
注 Schur 引 理 中 的 0) 对 于 实数 域 的 情形 也 成 立 ， 
设 n 级 复 ( 空 ) 乔 阵 AC9) 一 aj(g)) 的 每 个 元 素 aij(8) 是 紧 致 


群 上 的 连续 函数 ,我 们 用 记号 | Ag)dg 表示 这 样 一 个 抢 阵 , 它 


的 (六 元 为 | aceoas 容易 看 出 , 若 C 二 (eo) 是 级 蓝 ( 实 ) 盾 
阵 , 则 有 
| C. Alg)dg = c| Alg)dg, 
[i [a 


| CSICE 一 | |.4 Cg)dg ) C. 


定理 6.5.1 设 王 和 更 是 紧 致 群 G 的 ?次 和 六 次 不 可 约 复 
矩阵 表示 , 设 本 (四 一 (esi(g) gpg) 一 Wg gEG. 
(人) 若 驴 与 更 不 等 价 , 则 


| eyeucero5dg 一 0， 1 fim lhl En (2) 
[下 


GD 车 下 一 至 ， 则 


| aa(e)an(erodg = 二， ] 委 入 《31) 
已 
| askeyanCe- Dade 一 站 ， 了 天 大 或 者 了 和 天 也 {4) 
证 明 任 取 一 个 mn 复 握 阵 C= (cy) , 令 
Fr :一 | ccece) dg. (5) 
则 对 于 任意 xEG, 我 们 有 


PCEr)T! — | Cee)cecze?-dg 


= | VCoe) de —C. 


(iD 车 外 与 更 不 等 价 , 由 Schur 引 理 信 得 ,==0. 特别 地 , 取 
C 所 ,并且 注意 到 @(e)-: 一 @(g-0 ,我 们 得 到 
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| big)anlg dg = 0 1 和? 和 1 大和 
ey 


由 于 7 了 十 取 1 ,2,… ant 下 可 了 权 1,2 ors 因此 (2) 式 成 衬 ， 
QD 车 王 = 亚 ,由 Schur 引 理 的 习 ) 得 ,C= 二 宁 , 其 中 祝 是 菜 个 复 
数 ， 为 了 决定 ,在 C= 杂 两 边 取 迹 得 


hn = tr) 一 >») |,¥acote) dade 
- j=] 


= [[Srea coe, Jie 
= | tv)Coe) dg 
一 | aecoas 一 trCC)， 
由 此 即 得 ;一 二 tr(O). 取 C=E(1<&jWSn) ,类似 于 (D 中 的 计算 
并 有 旦 注意 trtEn) 二 65; ,我们 得 到 
| agJan(g dg = LTésda. (6) 
Li nn 


由 此 即 得 (637 和 (4) 式 ， 上 

注 定理 6. 5. 1 的 人 对 于 实 孝 域 的 情形 也 成 立 . 

推论 6.5.1 设 虽 与 凶 分 别 是 紧 致 群 G 的 nn 次 和 sm 深 不 可 
约 丁 表示 ,; 设 (gy= Caytg) Vie)=(h (lg) YY gEG. 

Ci) 若 甸 与 不 等 价 , 则 

| Ce) antg)dg = 0， 1 和 fj 寺 ， ] < 生 下 < 挟 72。 £7) 

《ii 车 全 = 灾 , 则 

| aut8) adg = oda, 1 Civjkdn (8) 

证 明 因为 垣 (g) 是 酉 答 阵 ;所 以 Bg) 11 一定 (g)'. 从 而 
aifgrD 一 中 Cg 1 由 定理 6. 5.1 即 得 结论 ， 1 

定理 6.5.2 设 2 与 少 是 紧 致 拜 避 的 两 个 有 限 维 不 可 药 复 表 


示 ,Xps%o 分 别 是 它们 提供 的 特征 标 . 
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ti) 若 9 与 钊 不 等 价 , 则 

| xcee 和 CEId5 一 0; (9) 
(0) 若 9 一 少 , 则 

| ee XeCE)Qg = 1. 《10》 


证 明 设 gg, 如 提供 的 酉 矩阵 案 示 分 别 为 瑟 , 更 . 
(i) 车 与 多 不 等 价 , 则 由 定理 5. 5. 1 得 


[x Cg) KE)dg 一 | Klee de 
= | we * DYa, (gdg 
i=E 1=I 


一 六 > | (yante de = 0. 


1=1 j=1 


6i) 堵 ?一 多 , 则 我 们 有 
| zcey Kg)dgs 一 > 2) [a8 yar- Vdg 
’ ies1 j=l 一 


一 3 | ar(gyar(g™ ydg =1, | 
推论 6. 5.2 设 9 与 多 是 紧 致 群 G 的 不 等 价 的 有 限 维 不 可 的 
实 表 示 , 则 | xnCe)XrCg)dg 一 0. 
证 明 与 定理 6. 5. 2 的 (的 证 洪 一 样 . 1 
我 们 用 COG,C) 表 示 紧 致 群 G 上 的 所 有 连续 复 值 甸 数组 成 的 
合 , 显 然 它 是 复线 性 空间 . 对 于 万,AECGGC) ,我 们 定义 
{ 六 六 ) :一 | Pr) PCGJdz， 11» 


易 验 证 这 是 复线 性 空间 CCG,C) 的 一 个 内 积 . 由 于 紧 致 群 G 上 的 
复 表 示 的 移 阵 元 索 是 连续 函数 ,因此 利用 (11)? 式 定义 的 内 积 的 记 
号 可 以 把 定理 6. 5.1 和 定理 6. 5. 2 叙述 如 下 : 
定理 6. 5. 1 设 8 与 $ 分 别 是 紧 致 群 G 的 n 次 和 wm 次 不 相约 
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复 表 示 , 它们 提供 的 西 第 阵 表示 分 别 记 作 多 与 更 . 设 惠 Cg) 一 
(a tg Eig) hg)). 
(3 若 p 与 沙 不 等 价 , 则 
(一 用， 
Xe Xp) 一 0. 
Gi 若 9 一 多 , 则 


1 2 
{ai s te) 一 dss 1 < 了 ns 


(XoXo = 1. 
由 定理 6.5.1' 看 出 , 紧 致 群 G 的 所 有 所 椒 等 价 的 有 限 维 不 可 
约 复 表示 提供 的 特征 讨 组 成 的 集合 Irr(C,C) 是 复 内 积 室 间 COC， 
C) 的 止 交 规范 集 . 紧 致 群 刀 的 所 有 互 不 等 价 的 有 限 维 不 可 约 复 表 
示 的 酉 矩阵 元 素 组 成 的 集合 A 是 CG,C) 的 正 交 集 , 从 而 它们 是 
线性 无 关 的 ,并 过 G 的 不 可 约 复 表示 ?的 本 矩阵 元 素 ai,(1<2i ,jj 所 
nn) 视 足 


{dass sci) 一 工 ， 
其 
其 中 = 是 ?的 次 数 ， 
类 亿 地 , 紧 致 群 C 土 所 有 和 连续 实 值 冰 数组 成 的 集合 , 记 作 


CCUG ,RR) ,是 实 线性 空间 . 定义 
(万 ,fa) 二 | flr) fr) dr, y ,fs E COG,R), 


易 验 证 这 是 CCG,R) 的 一 个 内 积 . 于 是 推论 6. 5.2 可 以 鬼 述 成 ; 设 
8 与 业 是 紧 致 群 G 的 不 等 价 的 有 限 维 不 可 约 实 表示 , 则 Cs， Xp) 
二 0, 于 是 Irr(G ,有 R) 是 实 内 积 空间 CG,R) 的 正 交 集 . 

利用 特征 标的 正 交 关系 ,我 们 可 以 得 到 一 些 重要 结果 . 

命题 6. 5.1 设 G 是 紧 致 群 ,p 是 G 的 任 一 有 限 维 复 表 未, 多 ; 
是 G 的 任 一 有 限 维 不 可 约 复 表示 . 则 pp; 全 中 的 重 数 等 十 
《xz ,其 中 %: 是 8 提供 的 特征 标 . 
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证 明 设 g 守 加 国名 辐 国 mg 其 中 有，… 是 避 

的 一 些 彼此 不 等 价 的 不 可 约 复 表示 . 由 此 得 到 
Xs 一 了 和 十 os 
在 此 式 两 边 用 % 作 内 积 得 
Co 一 ma 1 

定理 6. 5.3 监 致 群 G 的 两 个 有 限 维 复 表 示 等 价 的 充分 必要 
茶 件 是 它们 提供 的 等 征 标 相 同 . 

证 明 必要 性 是 显然 的 . 

充分 性 ” 设 g 和 是 G 的 两 个 有 限 维 复 表 示 . 如 果 加 一 如， 则 
对 于 如 的 每 一 个 有 限 维 不 可 约 复 表 示 PP; 有 (和 2) 一人) 从 
my 1 

定理 6.5.4 紧 致 群 G 的 有 限 维 复 表示 不 可 约 的 充分 必要 
条 件 是 (xy, Xp) 二 1. 

证 明 必要 性 ”由 定理 6. 5. 2 得 到 . 

充分 性 误 庆 二 轴 和 一 十 my {XIrr(G,C). 


由 题 设 并 且 利 用 命题 6. 5, 1 得 , 1 二 (Xp: Xp) 一 Dm 于 是 存在 唯 


-~ 的 ! 使 得 mm 二 1, 而 其 余 的 mm; 二 0, 因此 pg | 

定理 6. $. 5 紧 致 群 G 的 两 个 有 限 维 实 表示 等 价 的 充分 必要 
条 件 是 它们 提供 的 特征 标 柏 同 . 

证 明 只 需 证 充分 性 设 gr 是 GG 的 有 限 维 实 表 示 , 并 县 满 


是 训 二 宙 .: 设 Xo 二 Dmx, Rs 一 Dm 大 ;其 中 {Xr 和 } 夺 


IrrCC ,RR). 于 是 有 (Xr) 二 my (Xs)， 《os 一 mi 从 而 
得 m=mj .所 以 pg 1 
在 第 四 章 2 我 们 已 指出 群 局 的 两 个 特征 标的 情 积 仍 是 特征 
标 . 有 限 群 G 的 所 有 有 限 维 不 可 约 复 { 实 ) 特 征 标 的 整 系数 线性 组 
全 形成 的 集合 , 记 作 char(G,C) Cchar(G,R)) ,是 环 CCG,CYCC(CG， 
及 7 的 子 环 , 它 的 单位 元 是 G 的 主 特征 标 , 称 这 个 子 环 是 避 的 广义 
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特征 标 环 . char(G,C) Cehar (如 ,及 )) 的 元 素 p 是 避 的 特征 标 当 十 仅 
当 是 TreeCyrce, 吕 )) 中 元 素 的 非 负 整 系数 线性 组 合 . 这 些 
结论 对 十 紧 致 群 也 成 立 ,其 中 线性 组 合 均 理 解 成 有 限 儿 个 不 可 约 
特征 标的 线性 组 合 . 


习题 65 


1. 设 G = (CR, 十),N 为 所 有 整数 组 成 的 子 群 , 令 G = 
GAN ,二 eaEZ,G 可 以 作为 定义 在 G 上 的 机 数 . 证 明 ， 
:弥生 2 是 C 的 全 部 不 可 约 复 表示 . 


36 完 虱 性 - Peter-Weyl] 定理 


在 上 一 节 我 们 曾 指 出 , 紧 致 群 局 的 所 有 彼此 不 等 价 的 有 限 维 
不 可 约 复 表示 的 本 矩阵 完 素 组 成 的 集合 4 是 G 上 所 有 连续 复 信 
函数 组 成 前 复 内 积 空间 CCG,C}( 其 内 积 由 二 一 节 的 1) 式 定 义 ) 
的 正 交集 ， 并 且 任意 一 个 这 样 的 矩阵 元 素 跟 自 己 的 内 积 等 于 一， 
其 中 是 对 应 的 不 可 约 表 示 的 坎 数 . 

这 一 节 我 们 要 进一步 指出 ,4 是 CKG:C) 的 完备 正 交集 . 下面 
先 给 出 “完备 性 ”的 定义 

定义 1 设 G 是 紧 致 群 , 复 内 积 空间 CG;C) 的 一 个 可 数 或 有 
限 的 正 交 和 集 广 , 户 .,… 称 为 是 完 首 的 ,如 果 它 们 生成 的 线性 子 空 间 
依照 由 内 积 所 定义 的 拓扑 (因为 有 了 内 积 , 就 可 定义 距离 ;从 市 
CGIC) 成 为 度量 空间 . ) 是 在 CG,C) 中 币 密 , 导 CCG,C) 中 的 每 
个 元 素 了 可 以 表示 成 Fourier 级 数 : 

《上 六) 


f= Dh, 其 中 必 一 [7 六)， 12 
此 时 称 户 , 疡 是 CCG,C)? 的 一 个 正安 基 . 
例 6.6.1 最 简单 的 无 限 紧 致 群 的 例子 是 单位 圆周 3 一 ,>E 


C||z| 二 1}. 因为 它 是 abel 群 , 所 以 它 的 不 可 约 复 表示 都 是 1 次 的 . 
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显然 ,和 :rrx 是 3 的 1 次 复 表示 ,其 中 =Ez. 因此 SS 有 无 限 多 个 
不 可 药 复 表示 . 请 数 xz"{tn 一 0, 土 1, 土 2,…) 生 成 的 线性 子 空间 与 
由 所 有 可 以 表示 成 = 和 的 多 项 式 的 函数 组 成 的 集合 W 一 致 ( 注 
意 利 用 zz= 1z1 一 1). 据 碎 eierstrass 定理 ,S' 上 十 枉 一 连续 函数 可 
以 由 W 的 元 素 - 致 驹 近 . 因此 WW 在 复 内 积 空间 CC) 中 稠密 ， 
这 证 明了 多 和 一 0 士 1, 士 2 是 CS1C) 的 完备 集 . 又 据 $ 5 知 ， 
它们 是 正 变 集 . 于 是 和 用 (1)? 式 可 知 , 约 名 一 0, 士 1, 士 2,…)? 是 3 的 
全 部 不 可 约 复 宕 示 ， 

一 般 地 ,我 们 有 下 面前 结果 ， 

定理 6. 6. 1 设 避 是 紧 致辞 , 则 G 的 所 有 彼此 不 等 从 的 有 限 
维 不 可 约 复 表示 欧西 矩阵 元 素 组 成 的 集合 4 是 复 内 积 空间 CCG， 
0) 的 完备 正 交 和 集 . 而 且 任 意 一 个 这 样 的 扎 阵 元 索 女 自己 的 内 积 等 
于 二 ,其 中 是 对 应 的 不 可 约 表 示 的 次 数 . 

正 交 性 已 经 让 35 证 明 , 剩 下 要 证 的 是 完备 性 . 定理 6. 6. 1 的 完 
备 性 部 分 称 为 Peter-Weyl 定理 ,其 证 明 可 参看 邦 德 列 雅 金 
(CL.S.,Pontryagin) 著 的 4 连续 群 ( 上 册 )》p,. 246 一 250. 另外 ， 
E-B. Vinberg 著 的 《Linear Representations of Groups》p. 382 一 
83, 对 于 紧 致 线性 群 证 明了 定理 56. 6. 1 的 完备 性 部 分 . 

类 似 地 ,我 们 有 

定理 .6.3 设 避 是 紧 致 群 , 则 避 的 所 有 彼此 不 等 价 的 有 限 
维 不 可 约 复 表 示 特 征 标 组 成 的 集合 Irr(G,0) 是 6G 的 连续 类 函数 
空间 (作为 复 内 积 空间 CCG,C) 的 子 空间 ) 的 完备 正 交规 范 集 . 

定理 6. 6. 2 的 正 交 规范 性 部 分 已 在 $ 5 证 明 ,完备 性 部 分 的 证 
明 可 参看 拖 德 列 雅 金 著 ¢ 连 续 群 (上 册 )》p.251 一 253. | 

作为 Peter-Weyl 定理 的 推论 ,有 下 面 的 重要 结果 : 

推论 6. 6.1 对 于 紧 致 群 G 的 每 一 个 非 单位 元 a, 存 在 G 的-- 
个 有 限 维 不 可 约 复 矩阵 表示 呈 , 使 得 出 (a) 不 是 单位 纵 阵 . 

证 明 用 反 证 法 . 假如 这 个 推论 不 成 立 , 则 存在 & 的 一 个 非 
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单位 元 e* 使 得 对 于 的 登 一 个 有 限 维 不 可 约 复 担 阵 表示 下 都 有 
钙 (a) 等 于 单位 于 阵 ,于 是 盏 (e) 一 理 (e) ,其 中 e 是 G 的 单位 元 . 因 
此 对 于 轧 中 的 所 有 函数 争 , 都 有 名 (a) 二 (te). 因为 za 关 e; 氛 乌 虫 
肉 引 理 ( 参 看 邦 德 列 雅 金 著 ( 连 续 群 CE 上 才 )》p. 73,，p. 381), 存 在 GG 
上 的 连续 函数 了 ,使 得 A(x2 取 了 le). 但 是 据 Peter-Weyl 定理 ,4 在 
Ce 中 是 完备 的 ,从 而 得 出 , Fe)= Ace) 矛盾 时 

从 定理 6. 6. 1 还 可 以 得 到 下 面 的 重要 结果 ， 

定理 6. 6.3 设 避 为 无 限 的 紧 致 群 , 则 G 的 所 有 彼此 不 等 价 
的 有 限 维 不 可 约 复 表 示 组 成 的 集合 的 基数 等 于 拓扑 空间 G 的 权 ， 

证 明 据 邦 德 列 雅 金 著 《连续 群 ( 上 | 及)》p. 232 的 例 53, 里 致 
群 如 上 的 正 交 函数 集 的 基数 不 超过 丘 扑 空间 6 的 权 . 仍 据 该 书 的 
P. 253 的 例 57, 紧 致 豪 斯 道夫 (Hausdorff) 空 间 RR 上 的 完备 邱 数 集 
的 基数 不 小 于 该 空间 上 & 的 权 . 据 定理 6. 5.1, 紧 致 群 局 的 所 有 被 此 
不 等 价 的 有 有 给 维 不 可 约 复 表 孙 的 酉 所 阵 元 过 组 成 的 集合 4 尼 复 
内 积 空 间 CG,C) 的 完备 正 交 和 集 ,因此 ,4 的 基数 等 于 拓扑 空间 G 
的 权 . 从 例 57 的 证 明 过 程 中 知道 ,由 于 G 是 无 限 的 ,因此 集合 4 也 
是 无 限 的 . 从 而 如 的 所有 彼此 不 等 价 的 有 限 维 不 可 约 复 表示 组 成 
的 集合 也 是 无 限 的 (否则 ,和 将 是 有 限 集 ), 于 是 该 集合 的 基数 等 证 
集合 4 的 基数 ,也 就 是 等 于 拓扑 空间 避 的 权 ， 下 


§7 SU(2) 和 SO03) 的 不 可 约 复 表示 


这 -一 节 我 们 来 构造 SU(27 和 SO(37? 的 -一 系列 不 可 约 复 表 直 . 
设 V, 是 两 个 不 定 元 xz 和 的 nn 次 齐 深 多 项 式 组 成 的 空间 . 考 
虑 拓扑 群 SLC2,C) 到 拓 盾 群 GL(VY,) 的 一 个 上 映射 罗 .，; 
$,: SLC2,C) — GL (CY,), 
A ®, CA), 
其 下 
CB AI ET) ~ FT) A) 
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= flanz 十 GalyyGlz 十 dssy), ©1) 
这 里 EV, 有 4A= la). 容易 验证 名 ,(4) 是 V, 的 线性 变换 并 且 是 可 
道 的 (因为 硬 (A)B(CA7 1) 一 币 (4 区 4) 一 1 所 以 各 是 
SLI2:C) 到 GILC7) 的 一 个 映射 - 易 证 由 548) 二 B,CA)®,(B)， 
所 以 于 ,是 5L 02;C) 到 GL CV 的 群 同 态 . 为 了 证 明 更 是 拓扑 内 
SIL(2.C) 到 拓扑 群 GL(V,) 的 同 态 , 璋 下 述 要 证 明 各, 是 连续 映射 . 
为 此 我 们 先 看 VY, 的 维 数 和 --- 个 基 ; 因为 了, 中 任 一 元 素 上 可 以 写 
成 


Cr) 一 ry (2) 
k=0 
并 且 zy yy 是 线性 无 关 的 ,所 以 
Ch 1 (3) 


是 六 ,的 一 个 基 , 从 而 VY. 是 nn 十 1 维 的 . 考 虚 钾 ,.(4) 在 基 (3) 下 的 算 
阵 , 直 于 
DANTE Oo (az 十 aay) ast +t amy)" *, 《4) 
因此 饼 的 矩阵 元 素 是 auya1raasaws 的 多 项 式 ; 从 而 是 SL(2,C) 
上 的 连续 区 数 .这 就 证 明了 十 , 是 拓扑 群 SL(2,C) 的 表示 . 考 虚 十 ， 
在 子 群 SU(2) 上 的 限制 , 则 得 到 SU(2) 的 表示 ; 仍 牛 间 一 个 符号 
VD,, 
定理 6. 7.1 SU(2) 的 上 述 表 示 名 (x 二 0,1,2,…) 是 不 可 约 


证 明 在 本 章 $1.3 中 我 们 已 指出 SUC2) 的 性 一 元 率 有 如 下 
形式 


| 人 a 2 2 - 
(a a lot ler = (5) 
考虑 SU (C2) 中 由 对 角 算 阵 
A |e | ， lz| 一 1，aEC (6) 
0 a 


组 成 的 子 群 L 我 们 首先 来 决定 V, 在 子 群 工 下 的 不 变 子 空 间 . 直 
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接 计 算得 
DA ri 一 【GREY 一 gr oy a C7) 
从 (站 式 看 出 ,V ,的 基 (3) 的 每 个 向 量 x*y* 是 线性 变换 廿 (ACa)) 
的 特征 向 量 ,¥ ACe) EI 所 以 每 个 (全 和 是 六, 在 上 下 的 1 维 不 
蛮 子 空间 ,天 一 0,1, 2. 于 是 丫 。 是 这 ”十 1 个 1 维 开 -不 变 子 空间 的 
直 和 . 容易 验证 工 在 这 些 1 维 不 变 子 空间 上 的 子 表示 是 两 两 不 等 
价 的 . 我 们 断言 ,VY 的 任意 一 个 工 -不 变 子 空间 避 一 定 是 上 述 某 些 
1 维 上 -不 变 子 空间 的 和 . 由 于 U 是 完全 可 约 的 , 藉 而 也 是 一 些 要 
小 不 变 子 空间 的 和 . 因此 只 要 考虑 已 本 身 是 板 小 不 变 子 空间 的 情 
形 . 设 如是 在 (zt 兮 上 的 投影 , 易 验 证 如 是 不 可 约 CIL- 模 上 
到 不 可 约 CIL- 模 (zy*“*) 的 模 同 态 , 据 引 理 2. 2..6, 如果 习 与 
《zs ) 不 是 模 同 构 , 则 pi 二 0. 注意 到 (zc (一 0 1 是 
两 两 不 寞 同 煌 的 , 并 且 它 们 的 直 和 是 整个 空间 V, 因 此 UU 恰好 与 
某 一 个 ,譬如 说 ‘xy } 模 同 构 ,而 其 余 pi 一 0 二 0,2,-…,n). 因此 
DT 一 zy 这 证 明了 :Tu 的 任意 一 个 工 -不 变 子 空间 - 定 是 某 
些 (xry" 人 的 和 ， 
现在 设 允 是 Y。 的 任意 一 个 非 零 的 SU (2)- 不 变 子 空间 . 它 当 
然 也 是 工 不 变 子 空间 . 据 上 一 和 眉 知 , 妈 包含 某 一 个 子 空 间 


(rz 人 任 取 SU(2) 中 一 个 非 对 角 和 矩阵 4=| 3 | ,其 中 “天 0 


并 且 Bz0 我 们 有 

fo Ay = (Car By) (pr 十 5 
了 中 的 一 项 w 序 -mr 的 系数 wr 人 ' 尖 0. 因为 W 是 SU(2)- 不 变 于 
空间 ,所 以 FE 三 .由 于 W 是 一 些 形 如 (的 子 空间 的 和 , 既 
然 AE 厂 并 且 了 有 一 项 wp 一 人 因此 你 包 会 子 空间 ( 妆 ), 类 似 
地 ,我 们 考虑 


& $A 一 (er — By)" 一 Poe Ptrty"*, (8) 


因为 gE€W 并 且 所 有 系数 Cara (一 有 天 0， 所 以 厂 包含 子 空间 
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Cry (下 二 0 12 如 ,了 一 这 证 明了 甸 不 可 欧 ，、 1 
利用 SU(2) 的 上 述 一 系列 不 可 约 复 表示 名 (nn 二 0,1,2,*…)， 
可 以 得 到 SOC3) 的 一 系列 不 可 约 复 表示 . 为 此 需要 利用 我 们 在 本 
章 31 的 1. 3 中 指出 的 一 个 事实 : 
SOD(3) 兰 SU(C2)7 { 士 五， (C9) 
在 $1 中 前 1. 3 我 们 没有 给 出 (9) 式 的 证 明 ,现在 我 们 来 证 明 它 . 
设 了 是 迹 为 零 的 ?级 Hermite 矩阵 组 成 的 集 台 , 它 的 元 京 形 如 


点 一 人 及 + "| » TisyTs Ee 起 . 10) 
Ta 一 LT3 一 ZL 
容易 验证 了 基 实 数 域 是 上 的 向 其 空间 ,并 且 易 看 出 
1 0 0 1 DO 1 
X= ， 站 一 ， Xs 一 
' l, | 1 ) : (i | 和? 
是 的 一 个 基 , 因 此 dimY 一 3. 设 
十 1 
Y= ™! ， 2 3 yy33 EE KR. 
Ja 一 13s 一 入 
考虑 了 上 的 一 个 二 元 函数 
{XY) = 了 II Tay 十 Tayss (12) 


易 验 证 (12) 式 定义 了 VY 的 一 个 内 积 , 从 而 VY 成 为 3 维 欧 几 里 得 空 
闻 , (11) 是 YY 的 一 个 标准 正 交 其 . 


现在 令 
$; SUC2) -> GLOV), 
Am yA), 
其 中 
PAIX = AXA-!, XEV. (13) 


容易 看 出 AXA-1ET. 容易 验证 $CA) 是 VV 的 一 个 可 道 线性 变换 ， 
因此 间 是 SU (C2) 到 GL 人 (WV) 的 一 个 映射 . 容易 验证 ytAB) = 
VC4)%CB). 所 以 区 是 SU (2) 到 GLCV) 的 一 个 群 同 态 . 直接 计算 
%4) 在 这 个 基 下 的 矩阵 ,可 看 出 和 的 矩阵 元 素 是 连续 函数 ,因此 
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多 是 拓扑 群 SUC2) 到 拓扑 群 GLCZ 7) 的 同 态 ， 

因为 detX= 一 Xi 一 x 一 xi 二 一 (X,Y), 并 HL det tAXA 号 一 
det 腕 ,所 以 gf4) 保 持 向 星 其 的 长 谨 不 变 , 从 而 %L4 是 六 的 正 交 
变换 , 于 是 &4) 的 行列 式 为 十 1 或 一 1. 在 本 章 和 1 中 的 1. 3 我 们 已 
证 明 拓扑 群 SU (C2) 与 S$: 同 移 ,因此 SU C2} 是 连通 的 ,由 于 六 利 det 
都 是 连续 映射 ,所 以 Arrzdctyt4} 是 连续 映射 . 由 于 连通 空间 的 连 
续 像 是 连通 空间 ,并 日 dety( 站 二 1, 因 邮 对 于 所 有 AESUC2) 都 在 
dety(4) 一 1 从 而 gCAIESOC3). 于 是 我 们 已 经 得 到 了 :个 折 扑 
故 的 同 态 : 


dg: SUC27 — SO(3). 《12<) 
定理 6.7.2 由 (2 式 和 (14) 式 给 出 的 拓 拉 群 SU(C2) 到 拓扑 
群 SO(3) 的 同 态 多 是 满 射 , 它 的 核 由 随 个 窍 阵 工 与 一 [组 成 . 

为 了 证 明定 理 6. 7.2, 我 们 需要 两 个 引 理 . 

引 理 6.7.1 设 焉 是 SO(3) 的 子 群 , 它 具 有 干 列 性 质 : 

1) FF 传递 地 作用 在 单位 球面 上 , 即 , 作 一 给 定 的 单位 向 量 能 
遂 计 属于 天 的 一 个 正 交 变换 变 成 任意 一 个 单位 向 基 ; 

2) 存在 一 根 轴 使 得 包含 所 有 绕 这 根 轴 的 旋 鸭 ， 
WF=SOcC). 

证 明 设 下 包含 所 有 绕 轴 (e) 的 旋转 ,其 中 |e|==1. 设 gE 
SOC3). 据 假设 1) ,存在 一 个 站 EF 使 得 fe 一 ge, 即 了!ige 一 e. 于 是 
fg 是 绕 te}) 的 旋转 . 据 假 设 2) ,YEF. 从 而 g 一 fC(f 1g)EF. 
这 证 明了 SOc3) 一 Ff. 

引 理 6.7.2 对 于 每 个 苹 EV 且 XX 关 0, 存 在 AE SU(2) 使 得 
AX4-!=eXi, 其 中 XX 一 | _ 1 并且 c>0. 

证 明 因为 任 一 Hermite 掩 阵 能 够 酉 相似 于 一 个 实 对 角 和 矩 
阵 , 并 县 相似 的 矩阵 有 相同 的 迹 , 所 以 对 于 每 个 苹 EW 且 站 关 0, 在 
在 一 个 2 级 酝 窍 阵 阁 使 得 

D' 


BXB-! = [ | 
DO ce 
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EE 一 


且 可 以 俩 ec>D 念 
4 一 cdetB]- 二 五 ， 
则 det4 一 1, 并 且 
A'A = (detB) YB'(detB) 有一 |detB|-11 =1. 
因此 AESU(2Y). 显然 有 
AXA-! = (detB) BXCdetBIIB! = BXB-! 

1 

定理 6. 7. 2 的 证 明 ”为 了 证 明 包 是 满 射 ,我 们 把 引 理 6. 7. 1 应 
用 到 SOc3) 的 子 群 二 $CSU C2)) 上 . 任 给 Y 中 两 个 单位 向 量 扎 
与 了 , 据 引 理 6.7,. 2, 存 在 4i,4:ESU(2) 使 得 


1 0 1 0 
AlXAT! = | | ， AsY A;! 一 | | 
0 一 1 0 


从 而 得 

(4714 各 (4 A) 一 了 ， 
即 ,%54z 4)) 瑟 王 Y, 因 此 环 满足 性 质 1). 下 面 来 证 F 满足 性 质 2)， 
取 SU(C2) 中 的 对 角 筷 阵 


a 0D 
ac 一 | EF le 一 Te 公民 
0 站 


任 取 碟 GE ,我 们 有 
FACOIN = Al(AIKXACa)T! 
这 1 al ( 十 js) 


[ze 一 lr;) 一 人 


《15 


设 “= 一 e“ ,从 (15) 得 出 
CACO 1 一 下 
pA I FR, — COs2DX， 十 sin20X,, 
pA I NR, 一 一 sin20X, 十 cos20%,. 
因此 gCACe)) 在 VY 的 标准 正 交 基色 ,, 义 ;, 处 ;下 的 矩阵 是 
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1 0 0 
0 eos28 sl C16) 
D sin28 cos28 
这 表明 &4(e)) 是 绕 轴 ! 和) 转 前 为 28 的 旋转 , 当 8 取 这 全 体 实数 
时 ,CC4(oe) 就 取 遍 绕 轴 4X 的 所 有 旋转 . 因此 立 满 足 性 质 27. 据 
引 理 6. 7. 1 得 , 严 =SO(3) , 即 光 是 满 射 . 

现在 来 求 Kery. 设 AEKery; 则 (A) 是 人 的 恒 等 变 换 . 特别 
地 ,43 一 和 , 即 AX1 二 XA. 由 此 得 出 4 是 对 前 矩阵 . 因此 及 
有 形式 4). 从 公式 (15) 得 出 ,VCALa)) 是 V 网 恒 等 变 换 当 且 仅 
当 好 一 1, 即 ec 一 和 十 1. 因此 4 一 土工 这 证 明了 Kery 一 人 ,一 站 | 

从 定理 6. 7. 2 即 得 

30063) > SUC2Y)/ 1 士 1}. 

现在 我 们 从 SU 《2) 的 不 可 约 复 表示 名 通过 分 解 来 得 出 

SQC3) 的 不 可 约 复 表 示 . 为 此 要 求 Ker 名 ,二 { 土 站). 由 于 
(BC— DICr,Y) = fr, DD) 
= fo zy = C17 (ry), 
因此 一 TE Ker®, 寺 >n 为 偶数 . 当 x 一 2m 时 ,更 :对 于 正规 子 群 N 
二 { 土 了 分 解 就 可 得 到 SO(3) 的 不 可 约 复 表 示 , 记 作 秋 zm. 即 :任意 
#ESOC3), 设 g 对 应 于 AN, 其 中 AESU(C2), 则 
Bg) = Be CA). 
这 样 我 们 便 得 到 了 SO(3) 的 一 系列 不 可 约 复 表示 六 sm tm 一 0,1， 

2，…). 

下 面 我 们 来 证 明 

定理 6.7.3 SU(2)? 的 上 述 不 可 约 复 表示 加 (nn 一 0,1;2,***) 
是 SU C2) 的 全 部 不 等 价 的 有 限 维 不 可 约 复 表 示 . 从 而 SOC3) 的 上 
述 不 可 约 复 表 示 更 (一 0,1,2…) 是 SO(3) 的 全 部 不 等 性 的 有 
限 维 不 可 约 复 表 示 . 

证 明 ”如 果 我 们 能 证 明 SU(2) 的 不 可 约 复 表示 Bn 一 0,1， 
2,…) 提 供 的 特征 标 各 (x 二 0,1,2,*…) 组 成 SU(2) 的 连续 类 函数 
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空间 的 完备 正 交 集 , 那 么 SU(2) 的 每 一 个 不 可 约 复 表示 一 定 等 价 
式 ) ,从 而 定理 6.7. 3 将 得 证 .正光 性 已 在 $ 5 中 证 明 , 剩 下 只 要 证 完 
备 性 . 


首先 ,我 们 来 证 SU5C2 的 任 一 类 函数 了 被 它 在 由 对 荐 上 定 阵 
4 组 成 的 子 群 工 上 的 限制 唯一 决定 ,并 且 
FCA) = fACa YY. 
任 取 BE SUC2). 因为 任 一 2 级 酉 害 阵 一 定西 相似 于 对 角 拓 
阵 , 其 主 对 前 元 为 e* 全 一 1,2), 所 以 存在 西 什 阵 工 ,使 得 
TTIBT, 一 diag{e® ve}. 
因为 detB=1; 所 以 det {TIY!BTN) 一 1 即 ete% 二 1, 由 此 得 e**= 
ea. 记 a 二 eS 则 了 87 一 diagfa ea 一 4fa), 念 工 一 
CdetT TT,, 则 detT 二 1, 并 且 有 T=7. 因此 TESU(2). 显然 
有 
TBT = TBT, = ACa). 
因此 B 与 4(e) 在 SU(C2) 中 共 示 . 由 于 是 类 函数 ,因此 
FB) = FTIBT) 一 FA) 
这 证 明了 SUC2) 的 任 一 类 施 数 了 被 它 在 工 上 的 限制 唯一 央 定 . 因 


为 
自 二 1 DYfO 1 tl 0 
1 0 1 人 i 中 -| 0 中 
所 以 diagfasa 1!) 与 diag {a ai 酉 相似. 类似 地 可 证 diag{fave 1} 
与 diag {a ',a}) 在 SU(2) 中 共 蜀 .因此 AACa)) 一 (Ate 路). 
其 次 ,我 们 来 计算 SU (2) 的 不 可 药 复 表示 鲁 的 特征 标 % 在 
工 上 的 限制 . 设 4 一 diagfa.alacEC: ai 一 1. 据 人 7) 式 , 得 


ll nl) 


XACa)) 一 2 "= = “De 一 or 《17) 
令 
Ea) 一 XA , 立 它 二 ， |al 一 ]。 18) 
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显然 有 所 (可 一 加 (40 一 为 (4(o0) 一 总 (Ca). 

用 三 表示 定 交 在 单位 圆周 S' 上 的 所 有 满足 下 列 丫 个 条 件 的 
其 数组 成 的 集合 ; $$ 可 表示 成 a 与 #5 的 多 项 式 , 并 且 &(&) 一 
eol. 显然 W 是 复数 域 上 的 向 量 空间 . 因为 

总 Ca) 一 1， Eee 一 全 十 可 

_ _ (C19) 

ta) 一 中 十 十 1， ésta) = (Ca!) (十)， 
所 以 《< 面 , 生 ;2 ，…) 叶 开 .由 于 全 中 元 索 & 是 x 和 如 的 包 项 式 并 且 
满足 E(i 一 <(el 因此 上 是 和 的 对 称 儿 项 式 . 根据 对 称 才 项 式 
基本 定理 ,存在 一 个 2 元 镍 项 式 gCy,yi) 使 得 a,a) 一 g(a 十 H， 
aa). 注意 到 e 十 5 一 外 (aa 一 名 (da 因此 从 (19) 式 易 得 出 二 E (6&， 
cs (注意 从 (19) 式 可 得 出 : 新 = 名 十 而 ,全 = 名 十 2 这 
证 明了 : W = {és 7 芭 Ww 与 #0 生成 的 线性 子 空 
间 一 致 . 据 Weierstrass 定理 ,SI 上 所 有 满足 大 (可 一 下 (oa 的 连续 函 
数组 成 的 空间 CS 中 任 一 元 素 可 由 环 中 的 元 素 一 臻 过 近 ， 
因此 环 在 空间 Cokstcy 中 知 密 . 从 而 与, 后 ,是 ChGS1 ,C3 的 
完备 集 . 

SU(2) 上 前任 一 连续 类 函数 疗 在 子 群 上 的 限制 AAca)) 是 
S' 上 的 连续 函数 并 且 满 足 FA 一 Fake 因此 f(A(a)) EE 
CCS1 ,OO). 及 由 于 部 (0 一 训 CAC0)) ,所 以 从 上 一 段 知 , AACa)) 可 
以 直人 (04Ca7 ,XCACA)D) ,XeCACOD),……) 中 的 元 索 一 玫 台 近 . 又 
由 于 SUC2) 上 前 和 任 一 类 函数 被 它 在 子 群 工 上 的 限制 唯一 决定 , 因 
此 子 可 以 由 (和 中 的 元 素 一 臻 通 近 . 这 证 明了 Xor Klr Res 
是 SU(2) 的 连续 类 函数 空间 中 的 完备 正 交集 . 现在 完成 了 定理 
6. 7. 3 的 证 明 . | 


习 题 6.7 


1. 设 ? 和 乡 是 SU(2 的 两 个 复 表 示 并 且 它 们 在 子 群 工 (对 角 
矩阵 组 成 的 子 群 ;上 的 限制 是 等 价 的 ,证 明 ; pg 与 等 价 . 
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UN XECCD 


Se 


定时 


(或 后) 


之 人 
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符 号 说 明 


变 

并 

不 相交 集合 的 并 和 集 

集合 的 第 卡 儿 积 ,或 群 的 直 积 

群 的 半 直 积 ,开口 对 正规 子 群 

属于 

不 属于 

会 于 

包含 

真 含 于 

真 包含 

空 集合 

定义 为 

映射 

在 一 个 映射 下 元 索 的 对 应 关系 
会 入 映射 ( 即 , 内 射 》 

对 任意 

群 表示 的 等 价 

同 构 

同 佘 

集合 4 在 全 集中 的 补 集 ,集合 4 的 闭 包 
集合 互 在 集合 4 中 的 补 集 

Kronecker 符号 

表示 的 直 和 ;向 量 空间 (或 环 . 模 ?的 内 直 和 和 
向 量 空间 (或 模 ) 的 外 直 和 

张 量 积 , 下 标 指 明基 环 ; 或 埠 阵 的 Kronecker 积 
沫 合 人 上 的 恒 等 变换 

群 上 的 主 表 示 ( 即 ,单位 表示 ) 


‘ay 由 元 素 2 生成 的 循环 群 


(a? 由 向 量 «生成 的 子 空间 

CRI) 由 元 素 gig:,""…'g, 生 战 的 二 群 

ay es so) 由 向 量 ,aww ya 牛 成 的 子 空间 

(yds hs ) 向 其 空间 的 -个 基 

(Car ris tn 由 环 民 中 元 素 was ya 生成 的 理 柱 

(os 实 ( 或 复 ) 线 性 空间 的 内 积 

CE, 复 向 二 空间 的 -一 个 内 积 ; 
(6D = ET TE 

发 KK 上 的 一 个 对 称 双 钱 性 函数 ， 
于 -全 ee 1 

(‘A,B) 出 群 G 的 子 群 4,8B 生成 的 子 群 

好 | 五 a 自 除 8 

a a 不 能 整除 刀 

gy |U 线性 变换 gtg) 在 上 的 限制 

gH 群 妇 的 表示 9 在 子 群 互 土 的 限制 

XIH 群 避 的 特征 标 xX 在 子 群 玉 上 的 限制 
有 理 整 数 环 

2 有 理 数 霹 

R 实数 域 

复数 城 

A 5 元 变 错 群 

A 4” :一 了 OrA, 其 中 4 是 域 下 上 的 代数 ,FF 是 天 的 扩 
域 ,4"” 是 域 忆 上 的 代数 

AuttG) 群 避 的 全 自 同 构 群 

anmtad) 左 恨 - 模 旺 的 零 化 子 

annt ry af 中 元 素 = 的 零 化 子 

Cela) 群 的 元 素 & 在 GG 里 的 中 心 化 子 

CFx CC) 群 避 的 下 慎 类 函数 空间 

chark 域外 的 特征 数 

char (OY 群 忆 的 广 信 特征 标 环 
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rg) 
F/K 
{| 


> 或 <0) 
GG 户 妇 (或 日 导 OY 


[GO: 五 ” 
人 了 
大 
fr 》 
Cl t KY 


(或 GL(n;K)) 


Er 

ff) 

人 【或 五 ) 
ft 


Cr 


人 EC 

Homx CY .VY) 
Hom» CM Ar) 
了 

Im 

Trrg (OG) 

(或 ritG)y 
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紧 致 群 避 上 所 有 连续 实 值 应 数组 成 的 实 线 性 空间 
紧 致 群 G 上 上 所 有 连续 复 值 消 数 组 成 的 复线 性 空间 
次 数 

行列 忒 

维 数 ,下 标 指 明基 域 

阶 数 为 2 的 二 面体 群 

x 维 欧 氏 空间 

作用 在 集合 人 上 的 群 G 其 元 素 g 的 不 动 点 集 
域 的 扩 域 下 

有 限 群 CG 的 阶 

五 为 如 的 子 群 

互 为 避 的 正规 子 群 

子 群 可 在 群 C 中 的 指数 

群 它 对 正规 子 群 的 商 群 

域 严 在 子 域 玉 上 的 其 罗 瓦 群 

向 县 空间 Y .上 所 有 可 道 线性 变换 组 成 的 乘法 群 
域 K 天王 级 一 般 线性 群 , 它 由 城关 上 所 有 王 级 可 遵 矩 
阵 钥 成 

z 的 稳 沪 子 群 

工 的 局 -办 道 

群 G 的 换 位 子 群 ( 即 , 导 群 ) 

群 避 的 第 i 阶 换 位 子 群 

abei 群 恕 的 所 有 不 可 的 色 - 表 二 组 成 的 群 ,其 中 天 包含 
本 原 癌 次 单位 根 ,m 是 群 C 的 指数 

4 元 匣 罗 也 域 

域 上 K 上 向 量 空间 VY 的 所 有 线性 变换 组 成 的 代数 
左 RR- 模 必 到 NW 的 所 有 民 - 同 态 组 成 的 abel 加 群 
单位 矩阵 ,或 环 的 理想 ,或 指标 集 

像 

群 殷 的 所 有 不 可 约 天 -特征 标的 集 侣 


IRRxter) 
]RRRICR GCG.) 
直人 


K[G] 
K[¥] 
KOFUY 
MtK) 
MAN 
ge 


NetH) 
Oltn) 

POL (nm,g) 
PSL (ng) 
华人 

R/T 
REP’) 
radR 
J(R) 

9。 

9 
SLCnayC) 
SC Cn) 
SU {n) 

Tt 

7 

rl 


群 局 的 所 有 不 可 约 天 .表示 的 集合 

所 有 不 可 约 天 [如 - 模 的 集合 

讶 兵 LCT 模 站 与 0 的 次 结 数 ; 它 是 
HomaxrelgF ;C9 的 维 数 

域 及 上 = 元 有 序 组 所 成 的 向 基 空 间 
群 妃 的 所 有 兵 值 函 教 组 成 的 向 其 空间 
核 

群 G 在 域 玉 上 的 群 代数 

域 环 添加 本 原 a 次 单位 根 上 得 到 的 扩 域 
群 G 的 所 有 外 - 夫 罗 类 函数 的 集合 
域 六 上 所 有 # 级 杆 阵 组 成 的 收 数 

左 R- 模 MM 对 子 模 入 的 商 模 

MM 一 Pr, 其 中 邮 是 左 4- 模 ,4 是 域 捕 上 的 伐 
数 , 严 是 下 的 扩 域 :M" 是 左 A* 模 
子 群 互 在 群 恕 里 的 正规 化 子 

天 级 正 交 群 , 它 由 合体 半 级 实 正 交 矩阵 组 成 
域 GF tq) 上 有 级 射影 一 般 线 性 群 

域 GF(y) 上 + 级 射影 特殊 线性 群 
分 圆 域 ,其 中 必 是 本 原 次 单位 根 

环 RR 对 理想 1 的 商 环 

3 维 实 射影 空间 

环 只 的 要 

环 民 的 jacobson 根 

n 元 对 称 群 

# 维 球面 

级 复 特殊 线性 群 

于 级 特殊 正 交 群 

n 级 特殊 本 群 

迹 

地 级 酉 群 

和 空间 总 的 正 变 补 
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疝 量 室 间 下 对 于 空 司 要 的 商 空间 

向 量 空间 VY 的 对 人 慢 空 间 

四 元 群 

VY :一 FwV, 技 中 下 是 天 的 扩 域 ,7 是 域 六 上 的 向 量 
空间 ,V* 是 域 下 上 的 向 量 空 间 

左下 [GJ- 模 VY 与 左 民 [5 小 绕 证 的 外 张 基 积 

WW [GjBanW ,在 天 [HJ]- 模 W 的 诱导 横 , 共 中 
HH 是 群 局 的 于 群 

代数 4 的 中 心 

群 很 的 中 心 

光环 号 的 中 心 

群 避 的 特征 标的 中 心 : 

ZX := {gEC|I|x(s) |= xX(1}} 

复数 域 忆 中 包含 ZZ 和 复数 4 的 一 雪子 环 的 交 

整数 的 欧 拉 函数 慎 

群 马 的 表示 9 的 道 步 表 示 ,或 群 代数 天 [fr] 的 讲 多 扩充 
成 的 表示 

群 殷 的 表 承 提供 的 矩阵 表示 

表示 乡 的 子 表 示 , 上 共有 表示 空间 如 

表示 的 商 表 示 , 具 有 表示 空间 Vi/U 

群 局 的 表示 多 遂 过 心 的 自 同 构 o 的 掩 表示 ,或 ww 通过 
域 的 自 同 构 sf 得 到 的 共 纯 表示 

群 避 的 正规 子 群 入 的 表示 通过 外 自 同 构 rlg) 得 到 
表示 冰 的 惯性 群 ; TO) 二 {EG 由 

群 避 的 下 -表示 9 通过 基 域 六 的 扩张 得 到 的 下- 表示 

群 G| 的 表示 ?与 群 G; 的 表示 外 的 外 张 量 积 

群 如 的 子 群 五 的 表示 乡 的 诱导 表示 

m 次 分 圆 多 项 式 

表示 ”提供 的 特征 慰 


`” 群 G 的 主 特征 标 , 有 时 也 用 表示 全 的 主 特 征 标 


Ne 


有 限 群 G 的 正 则 表示 w 提供 的 特征 标 

的 道 步 特征 标 , 或 群 代数 天 TO 的 表示 g* 提供 的 特征 
标 

群 避 的 表亲 8 的 措 表 示 9 提供 的 特征 标 . 或 % 经 过 域 
自 同 梅 得 到 的 共 辑 表示 9" 提供 的 特征 标 

群 忆 的 正规 子 群 w 的 表示 的 共 二 表示 yr 提供 的 特 
群 如 的 子 群 豆 的 特征 标 上 的 诱导 特征 标 

群 刀 的 子 群 豆 的 类 函数 ?的 诱导 类 范 数 
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名 词 索 3 引 


《 汉 英 对 照 》 


| 
到 


一 般 线 性 群 gCneral linear group 


` 面 


也 表示 subrepresentations 

子 模 submodule 

让 六 特征 标 generalized character 

广 时 特征 标 环 ring of generalized characters 


四 夯 


不 变 子 空间 invariant subspace 
不 可 约 表 示 irreducible representation 
不 可 分 解 表 示 indecomposable representation 
不 变 内 积 invariant inner product 
不 可 约 横 irreducible modules 
不 可 分 解 模 indecomposable mmodule 
不 变 积分 invariant integration 
升 链 茶 件 ascending chain condition 
上 反 演 公式 inversion formula 
分 圆 才 项 式 cyclotomic polynomial 
分 贺 域 cyclotomic fields 
了 双 模 double module 
双 传 递 。 doubly transitive 
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(4) 


(12) 
{39) 
C100) 
145) 


(112 
20) 
(252 
(C30) 
(39) 
《生日 
(2B5) 
(55) 
【38》 
(i127) 
(232) 
£139) 
{106) 


主 表 未 

主 特征 标 
正则 表示 
止 交 表示 
正 灾 美 系 
正 变 群 
代数 封闭 威 
代数 同 态 
代数 的 表示 
代数 上 的 楼 
代数 的 中 心 
代数 昌 数 
代数 的 分 裂 


五 


加 


principal| representation 
principal character 
regular representation 
orthogonalily representation 
orthogonality relations 
orthogonal group 
algebraically closed ficlds 
bomomarphism of algebras 
representations of algebras 
module over an algcbra 
center of an algebra 
algebraic inregers 


域 splitting ficlds {pr an algebra 


在 模 left module 


左 正则 檬 


在原 大 等 元 


半 单 代数 
半 单 环 
可 解 礁 
平衡 映射 
外 张 量 积 


共 亏 表示 
合成 列 
合成 国 子 
租 小 左 垄 想 


Left regujatr module 
principal idempotent 
setmi-simple algebras 
setni-simple rings 
solvable groups 
balanced map 


buter tensor product 


-i Tr 
A 下 
conjugate representation 
composition series 
composition factors 


minimal left ideal 


传递 transitive 


况 结 数 
奖 结 窍 阵 


intertwining number 


iniertwining matrix 


(3 
(8B2) 
C6) 
(30) 
(92) 
C273) 
331 
(42) 
{427 
(423 
(46) 
122) 
(154) 
(38) 
(39) 
(47) 
{517 
1567 
(127) 
《132) 
1652 


(17) 
(537 
(53) 
(557 
(C106) 
{182) 
(183) 
3298 


七 ” 画 


本 表示 Unitary Fepresentation 
酉 群 unitary group 
完 爹 可 约 模 completely reducible module 
完全 可 的 表示 completely reducible representation 
环 的 根 radical of a ring 
初等 子 群 elementary subgroup 
连续 表示 continuous representation 
八 画 
单位 表示 unit representation 
忠实 的 表示 faithful representation 
表示 空间 representation space 
囊 示 的 次数 ( 维 数 》 degreetdimension} of a representation 
表示 航 直 和 direect sum of representations 
表示 的 提升 lifting of a representation 
表示 的 分 解 factoring of a representation 
表示 的 张 量 积 tensor product of representations 
表示 的 矩阵 元 素 matrix elements of a representation 
表示 的 坐标 函数 coordinate functions of a representation 
限制 表示 restriction of a representation 
单 环 simple ring 
音 代 数 simple algebra 
具有 根 小 条 件 的 环 ring with minimum condition 
单项 矩阵 monemial matrix 
单项 表示 monomial representation 
拓扑 空间 topological space 
本 扑 烙 topological group 


拓扑 群 的 线性 表示 linear representation of a topological group 


函数 的 完备 舍 complete set of functions 
吕 30 


{30) 
(273) 
{41) 
(25) 
C155 
C220 
{280) 


(3) 
(3) 
(3) 
(3 
13» 
(15) 
(16) 
(144) 
(281) 
{2817 
《157 
(5?) 
‘573 
(154) 
(175) 
1753 
(C2657 
271) 
(2807 
310) 


九 画 
道 步 表示 contragredient representation 
降 链 条 件 descending chain condition 
类 函数 class function 
插 阵 的 克 罗 内 克 积 Kronecker broduct of matrices 
人 牧 对 下 可 的 表示 absolutely irreducible representation 
钨 对 不 可 约 模 absolutely irreducible module 
诱导 模 induced modufes 
诱导 表示 induced representations 
诱导 特征 标 induced characters 
诱导 类 函数 induced class function 


十 和 曾 
特征 标 群 group Of characters 
特征 标 character 
特征 标 起 character table 
特殊 正 交 群 special orthogonal group 
特殊 酉 群 special unitary group 
起 上 的 代数 algebra over a field 
紧 致 群 compact groups 


十 一 画 


置换 表示 permutation representation 
商 表 示 quotient representation 
商 模 quotient module 


等 芥 的 表示 equivalent representations 
惯性 群 inertial group 
知 等 元 idemmpotent element 


中 心 一 central ~ 


cia) 

.652 

【82 
(1432 
(152) 
(153» 
1717 
(171} 
(176) 
(185) 


(34) 
{81) 
{94) 
(273) 
(273) 
(41) 
(276) 


(5) 
C13) 
(39) 


(4) 
(17》 
《4 了 
C47) 
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止 交 一 orthogonal ~ C477) 


且 鹤 元 nilpotent element C154) 
规 零 群 mlpotent group C214) 
超 可 解 群 supersolvable group C213) 
十 三 画 
群 的 线性 表示 linear representations of groups (3) 
群 竟 矩阵 表示 matrix representations of groups 《44 
群 在 党 合 上 的 必用 Eroup actinns on a set {52 
群 基数 group algebra (C43) 
群 的 分 裂 域 splitting fields [or a group C152) 
群 的 指数 exponent of a group (32) 
竺 化 于 annihilator C41) 
十 画 
挠 表示 twisted representation C17) 
模 tmodujle (38) 
模 同 态 homomorphism of modules (39) 
模 的 张 重 积 tensor product of modules (134) 
态 rtin 环 Artinian ring (C6585) 
Brauer 关于 诱导 特征 标的 定理 Brauer's theorem on induced character 
(219) 
Blichfeldt 定理 Blichfeldtrs theorem {202) 
Burnside 定理 Burnside’s theorem C130) 
Clifford 定理 Clifford’s theorem C200Y 
Frobenius 群 Frobenius group C242) 
Frobenius 定理 Frobenius theorem C242) 
Frobenius 核 Frobenius kernel 《24 
Frobenius 补 Frobenius complement [| 
Frobenius 互 反 律 Frobenius reciprocity formula C179) 
Jordan-Ha5lder 定理 jordan-Haelqer"s theorem £54 
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Mackey 子 群 定理 Mackey’s subgroup theorem 

Mackey 不 可 约 判 别 淮 则 Mackey's irreducibility criterion 
Maschke 定理 Maschke’s theorem 

Noether 环 Noetherian ring 

Peter-Wey] 定理 Peter-Weyl theorem 

Schur 9| 理 Schur’s lemma 

Wedderburn 定理 Wedderburn’'s theorerm 


it] 92) 
《198) 
(27) 
(65) 
.311) 
(63) 
(59) 
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